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UVOD U POHLEPU 5

Za mnoge probleme optimizacije, algoritmi bazirani na dinamickom
programiranju su ,overkill*

Cesto su jednostavniji algoritmi, koji su efikasniji, bolje reSenje

Pohlepni algoritmi uvek donose odluku koja u datom trenutku deluje
najbolje

Pravi se odluka na lokalnom nivou (na osnovu trenutnih podataka) u
nadi da ¢e odvesti do optimalnog resenja na globalnom nivou

Ne daju Cesto optimalna resenja, ali u mnogim, odredenim situacijama
daju

Vrlo moc¢an alat koji se koristi za reSavanje mnogih problema (ili se
reSenja tih problema baziraju na pohlepnim algoritmima)



UVOD U POHLEPU — JEDNOSTAVNI PRIMERI ... P

* Penjanje na planinu
— Cilj nam je da dodemo na najvisi vrh

— U svakom momentu na raspolaganju su nam strmiji i manje strmi
putevi

— Kako da biramo staze? Pohlepni pristup?

— Ako uvek idemo najstrmijom stazom popec¢emo se na neki vrh,
ne obavezno najvisi



... UVOD U POHLEPU - JEDNOSTAVNI PRIMERI
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* Vracanje kusura

Imamo na raspolaganju novcanice od 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200,
500 dinara i ho¢emo da vratimo kusur sa najmanjim brojem
novcanica

Kako vracati kusur? Kako radi pohlepni algoritam u ovom slucaju?

Uvek vraéa najveéu noveéanicu koja je manja od tekuce vrednosti
kusura (npr. 188 = 100+50+20+10+5+2+1)

Koje je ograniCenje?
Ovakav pristup u opstem slucaju ne garantuje da éemo vratiti
kusur koji se sastoji od najmanjeg broja nov€anica

Recimo ako bi nam na raspolaganju bile novCanice od 5,4, 2 i 1
dinara, a treba da vratimo kusur od 8 dinara, pohlepni algoritam bi
vratio kombinaciju 5 + 2 + 1, a reSenje koje ukljuCuje najmani broj
novcanicaje 4 + 4
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PROBLEM RASPOREDIVANJA AKTIVNOSTI ... L5

Problem rasporedivanja aktivhosti odnosi se na situaciju kada je
potrebno odluciti kako rasporediti vise razliCitih aktivnosti koje
zahtevaju isti resurs

Aktivnosti koriste ekskluzivno resurse (uvek samo jedna aktivnost
moze da ima pristup datom resursu u datom trenutku)

Primer problema rasporedivanja je pravljenje rasporeda Casova

Pretpostaviti da postoji skup S = {a4, a,, ..., a,,} koji sadrzi n mogucih
aktivnosti koje trebaju da koriste neki resurs (npr. neku ucionicu)

Svaka aktivnost a; ima svoje pocetno vreme, s;, i svoje zavrSno vreme,
fi,priCemuvazi: 0 <s; < f; <

Ako se odabere aktivhost a; ono traje tokom intervala [s;, f;)

Dve aktivnosti a; i a; su kompatibilne ako se intervali [s;, f;) | [s;, fj) ne
poklapaju, tj. s; = f; ili s; = f;



... PROBLEM RASPOREDIVANJA AKTIVNOSTI <

U problemu rasporedivanja aktivnosti tezi se da se pronade najveci
podskup medusobno kompatibilnih aktivhosti

Pretpostavlja se da su aktivnosti sortirane u rastucem redosledu
njihovih zavrsnihvremena f{ < f2 < f3 << fn-1<fn

Pretpostaviti da postoji sledeci skup aktivnosti
i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il

1
si 113 0 5 3 5 6 8 8 2 12
fild 5 6 7 9 9 10 11 12 14 16

Jedno od mogucéih reSenja je {a3, aq, a1}
Ali da li je to najveci podskup?
Nije: {all a4-; a9) a11}1 a ima I {aZr a4-) a9r all}

Da li se problem moze resiti dinamiCkim programiranjem?



RESENJE DINAMICKIM PROGRAMIRANJEM ... N

Problem rasporedivanja aktivhosti moze se resiti dinamickim
programiranja, jer ima optimalnu podstrukturu

Naime, neka je S;; skup koji sadrzi sve aktivnosti koji poCinju nakon sto
se zavrsi aktivnost a; i koje pocinju pre nego sto aktivnost a; poCne

Zelimo da pronademo maksimalan podskup medusobno kompatibilnih
aktivnosti iz §;; | pretpostaviti da je to skup A;; koji sadrzi neku
aktivnost a;,

UkljucCivanjem a;, u A;j razbijamo problem da 2 potproblema:

— pronalazenje medusobno kompatibilnih aktivnosti iz §;;
(skup koji sadrzi sve aktivnosti koji poCinju nakon Sto se zavrsi
aktivnost a; i koje pocCinju pre nego Sto aktivnost a; pocCne)

— pronalazenje medusobno kompatibilnih aktivnosti iz Sy;
(skup koji sadrzi sve aktivnosti koji po€inju nakon Sto se zavrsi
aktivnost a; i koje pocinju pre nego sto aktivnost a; poCne)



... RESENJE DINAMICKIM PROGRAMIRANJEM ... 23

Neka je

- Ay = Ay N Sy, (aktivnosti iz A;; koje pocCinju pre ay) |
- Agj = A;j 0 Sy; (aktivnosti iz A;; koje poCinju posle ay)
« To znacCi da dobijamo da je:

Ajj = Ay U {ag} U Ay

* | da je maksimalan broj medusobno kompatibilnih aktivnosti koji se
mogu rasporediti

45| = 14| + |Agj| + 1

Vrlo lako se isecanje-pa-ubacivanje tehnikom moze pokazati da
optimalno resenje A;; mora ukljuCivati i optimalna resenja za Sy 1 S;,
t]. da su A 1 Ayj optimalna resenja od za Sy | Sy;



... RESENJE DINAMICKIM PROGRAMIRANJEM ... ;)

Vrlo lako se isecanje-pa-ubacivanje tehnikom moze pokazati da
optimalno resenje A;; mora ukljucivati i optimalna resenja za Sy 1 S;,
t]. da su A | Agj optimalna resenja od za Sy | Sy;

Da to nije tako, moglo bi da postoji na primer neko A’;;, > A, te bi tada
A" | + |Ag;| + 1 > |Ai| + |Axj| + 1 = |44, $to bi znagilo da 4;; nije
optimalno resenje od starta

Simetricno se moze dokazati i za aktivnosti u S;

Ovo sve ukazuje da se problem rasporedivanja aktivnhost moze resiti
dinamicCkim programiranjem

Ako se veli¢ina optimalnog resenja za skup §;; oznaci kao c|[i, j| onda
se njeno izraCunavanje moze iskazati rekurentnom jednacCinom:

cli,jl = cli k] + c[k,j] + 1

10



... RESENJE DINAMICKIM PROGRAMIRANJEM ... 23
Duagan dv D — Teorij algorilama

- Ako se velicina optimalnog resenja za skup §;; oznaci kao cl[i, j] onda
se njeno izraCunavanje moze iskazati rekurentnom jednacinom:
cli,jl = cli, k] + c[k,j] + 1

« Naravno, kako se ne zna taCna pozicija aktivnosti k moraju se prouciti

sve aktivnosti iz skupa S;;, tako da:
0 ako je §;; =0
cli,jl =9 max {c[i, k] + c[k,jl + 1} akoje S;; # 0

ax€Sij

» Lako se moze razviti algoritam baziran na dinamiCkom programiranju
primenom bottom-up ili top-down pristupom

11



RESENJE POHLEPNIM ALGORITMOM ...
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Sta ako ne istrazujemo svaku moguénost? Da li postoji nagin da
Izbegnemo sva ponavljanja?

Moze ako se napravi pohlepni izbor

Kod problema rasporedivanja aktivnosti pohlepan izbor bi bio onaj koji
nakon izbora neka aktivnosti ostavlja najviSe resursa na raspolaganju
ostalim aktivnostima sto ce omoguciti da se rasporedi najviSe aktivnosti

To znaci da se bira aktivhost koja Ce prva da se zavrsi

Zato je bilo dobro sortirati aktivnosti u rastu¢em redosledu njihovih
zavrsnih vremena

i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il

1
si 113 0 5 3 5 6 8 8 2 12
fild 5 6 7 9 9 10 11 12 14 16

Tako da je u ovom slucCaju pohlepni izbor a4 1



... RESENJE POHLEPNIM ALGORITMOM ...
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Pohlepni izbor je na taj nacCin eliminisao sve aktivnosti koje zavrsavaju
pre nego Sto a; pocCne

Zasto?

Jer je zavrSno vreme za a4 najmanje, pa su sa njom kompatibilne
samo aktivnosti koje pocCinju nakon sto se ono zavrsi i dalje se samo te
aktivnosti i posmatraju

Potrebno je sada posmatrati dalje samo one aktivnosti koje pocinju
nakon Sto se a4 zavrsi

Na ovaj nacCin je i dalje zadrzana optimalna podstruktura, jedino je
eliminisana leva strana strukture

Neka je S; = {a; € §:s; = f}.} skup svih aktivnosti koji po€inju posle
neke aktivnosti a;

Ako se napravi pohlepni izbor i njime odabere aktivnost a{, onda je S;
jedini potproblem koji treba resiti



... RESENJE POHLEPNIM ALGORITMOM ... P

* Teorema;

Ako je S, neprazan potproblem (skup koji sadrzi preostale
kompatibilne aktivnosti u odnosu na aktivhost odabranu pohlepnim
izborom) i ako je a,, aktivhost iz S, sa najkracim zavrSnim vremenom,

onda je a,, deo nekog podskupa medusobno kompatibilnih aktivnosti
1z §;, maksimalne veliCine

14



... RESENJE POHLEPNIM ALGORITMOM ... 2

Dokaz:

Neka je A, podskup medusobno kompatibilnih aktivnosti iz S,
maksimalne veliCine i neka je a; aktivnost iz Ay sa najkracim

zavrsnim vremenom

Ako je a; = a,,, onda je to dokazano

Ako je a; # a,,, neka je onda A = A;, — {a,} U {a;}, isto to i 4
samo sto a,, menja a;

Aktivnosti unutar 4, su disjunktne, $to proizilazi iz €injenice da su i
aktivnosti unutar Ay disjunktne, a a; je prva aktivnost koja ce se

zavrsiti i fo, < f;)

Kako je |4;| = |Ag|, zakljuCujemo da je i 4 isto neki podskup
medusobno kompatibilnih aktivnosti iz §;, maksimalne veliCine i on
ukljuCuje u sebe a,,

15



... RESENJE POHLEPNIM ALGORITMOM
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Kao sto smo videli, ne treba nam dinamiCko programiranje u ovom
slucaju

Ono Sto nam treba je da uzimamo onu aktivnost koja prva zavrSava,
ostavljamo samo aktivnosti koje su kompatibilne sa njom i medu njima
biramo sledecu aktivhost sve dok ih nismo sve potrosili

Kako biramo aktivnosti sa najkracim vremenom zavrSavanja, sve
odabrane aktivnosti imaju tendenciju da im vreme zavrSavanja raste,
tako da se svaka aktivhost razmatra samo jednom u striktno rastucoj
vrednosti vremena zavrSavanja

Pohlepni algoritam u ovom primeru nema potreba da radi bottom-up
pristupom, vec top-down

Pohlepni algoritmi generalno imaju top-down dizajn — napravi se izbor,
pa se reseva potproblem (umesto resavanja potproblema, pa
pravljenje izbora)

16



REKURZIVNI POHLEPNI ALGORITAM ... ﬁ}

RECURSIVE-ACTIVITY-SELECTOR(S, f,k.n)

1 m=k+1

2 while m <nands[m] < f[k] // find the first activity in Sy to finish
3 m=m+1

4 ifm<n

5 return {a,,} U RECURSIVE-ACTIVITY-SELECTOR (s, f,m,n)

6 else return ¢

- s je niz poCetnih vremena, f je niz zavrsSnih vremena
-k definiSe potproblem S}, koji se reSava
- n definiSe veli€inu originalnog problema

— pretpostavka je da je n aktivnosti sortirano monotono u rastu¢em
redosledu spram niza zavrSnih vremena

— da bi algoritam poCeo da radi sve se prosiruje fiktivnom aktivnoScu a, Cije
je vreme zavrSetka fo, =0
— algoritam zapocinje pozivom RECURSIVE-ACTIVITY-SELECTOR (s, f,0,7)
17



... REKURZIVNI POHLEPNI ALGORITAM ... e

RECURSIVE-ACTIVITY-SELECTOR(s, f,k.n)

« Kako algoritam radi:

1 m=k+1
— U bilo kom 2 while m < nand s[m] < f[k] // find the first activity in Sy to finish
: i 3 m=m+1
rekurzivnom pozivu 4 ifm<n
u while petlji se trazi 5 return {a,,} U RECURSIVE-ACTIVITY-SELECTOR (s, f,m,n)
6 else return ¢

prva kompatibilna a,,
aktivnost u S, potproblemu (koja je ujedno ima i najkrace vreme
zavrSavanja)

— Petlja Ce proveriti aktivnosti a;.. 1, a2, ..., @, (m moze bitii m = n)
— Petlja se zavrsi ili kada je pronadena aktivnost ili kada se stiglo do kraja

— Ako je pronadena aktivnost, onda se ona vraca a,, i unija sa rekurzivnim
pozivom procedure koja Ce reSiti potproblem §,,,

— U slucaju da aktivnost nije pronadena, vraca se prazan skup

* Vreme izvrSavanja algoritma je ©(n). Zasto?

« Svaka aktivnost se kroz sve rekurzije proveri samo jednom i u samo
jednoj rekurziji
18



... REKURZIVNI POHLEPNI ALGORITAM

ks, S
« Kako algoritam radi ]
na primeru: I ’ | RecuRsive-ACTVITY-Seiscron (s, £0, 11
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ITERATIVNI POHLEPNI ALGORITAM ... .E?

« Kada se rekurzivni poziv nalazi skoro na kraju (ili na samom kraju)
procedure, lako je transformisati rekurzivno resenje u iterativno

GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR(S, f)
I n = s.length

2 A= {al}

3 k=1

4 form = 2ton

5 if s[m] > fk]

6 A= AUla,}
7 k =m

8 return A

» Isto kao i u rekurzivhom algoritmu, s je niz poCetnih vremena, f je niz
zavrsnih vremena (i sortirano je u rastu¢em redosledu po f)

» |zabrane aktivnosti se smestaju u novi niz, A
20



... ITERATIVNI POHLEPNI ALGORITAM ... 22

Kako algoritam radi:

GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR(s, f)

Promenljiva k Cuva u sebi indeks 1 n = s.length
zadnje aktivnosti dodate u 4 Sto 2 A =ai}
odgovara aktivnosti a,, u rekurzivnoj 3 k=1
verziii 4 form = 2ton
J 5 if s[m] > £[k]
Zbog nacina sortiranja, fj je uvek 6 A= AUla,}
najmanje zavrsno vreme 7 k =m
8 return A

Linije 2-3 selektuju aktivhost a4,
inicijalizuju A4, i inicijalizuju
promenljivu k

for petlja u linijama 4-7 pronalaze koja ¢e aktivhost u S; prva da zavrsi, ali i
da li je ona kompatibilna sa svim prethodnim odabranim aktivhostima

Ako je aktivnost kompatibilna, onda se ona, a,,, u linjama 6-7 dodaje u 4

Kao i kod rekurzivnog pristupa, vreme izvrSavanja je 0(n). Zasto?

Samo jedna petlja

21



... ITERATIVNI POHLEPNI ALGORITAM

Za kraj da razmislimo

Da li je prakticno vreme izvrSavanja algoritma zaista O(n)?
Sta je sa sortiranjem?

Da li ¢e se ono magi¢no desiti?

Smemo li da se oslonimo na to da ¢e aktivnosti biti sortirane?

Ako ne smemo koliko je onda kompleksnost algoritma, ako uzmemo
najbrzi algoritam za sortiranje?

0(n%logn)?

Da li se pohlepni algoritam desava unutar algoritma za sortiranje ili
posle njega?

Tj. da li se operacije mnoze ili sabiraju?

Da nije ipak O(nlogn)?

22
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KORACI U POHLEPNOM PRISTUPU ...
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« U primeru resavanja problema rasporedivanja aktivnosti koristili smo
nekoliko koraka:

1.

a s~ DD

6.

Odredivanje optimalne podstrukure problema

Razvoj rekurzivnog resenja

Pokazati da se pohlepnim izborom smanjuje broj potproblema
Dokazati da je uvek pouzdano napraviti pohlepni izbor

Razviti rekurzivni algoritam koji implementira pohlepnu strategiju
Pretvaranje rekurzivnog resenja u iterativho

« U primeru, problemu se pristupilo sa taCke dinamickog programiranja,
pa se analizom shvatilo da se moze iCi sa pohlepnim pristupom

* Moglo se pristupiti problemu direktno sa aspekta pohlepne strategije

24
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... KORACI U POHLEPNOM PRISTUPU

« U opstijem sluCaju pohlepna strategija se realizuje kroz sledece
korake:

1. Modelovanje (postavka) problema tako da se prvo napravi odluka
koja rezultuje jednim potproblemom koji treba resiti

2. Dokazati da uvek postoji optimalno resenje originalnog problema
koje pravi pohlepni izbor, tako da je pouzdano napraviti pohlepni
1zbor

3. Demonstrirati optimalnu podstrukturu tako sto se pokaze da se
nakon pohlepnog izbora dobija potproblem koji ima osobinu da ako
kombinujemo optimalno resenje potproblema sa pohlepnim
izborom dolazimo do optimalnog reSenja potproblema

« Ako problem pokazuje osobinu pohlepnog izbora (greedy-choice
property) i osobinu optimalne podstrukture, postoji velika verovatnoca
da je pohlepna strategija prava za reSavanje datog problema

25



OSOBINA POHLEPNOG IZBORA ... %

Glavna osobina problema koji se mogu reSiti pohlepnim algoritmima
jeste da se do globalnog (opSteg) optimalnog reSenja moze dodi
pravljenjem lokalno-optimalnog (pohlepnog) izbora

To znaci da se u nekom potproblemu bira reSenje (pravi izbor) koji
deluje najbolji za dati problem, pri Cemu se ne vodi raCuna o drugim
potproblemima

Razlika u odnosu na dinamiCko programiranje ogleda se u tome sto
kod dinamickog programiranja moraju da se reSe svi potproblemi na
istom nivou, pa da se na osnovu njihovih resenja donese odluka o
izboru resenja, dok se kod pohlepnog algoritma, pravi izbor na osnovu
lokalnih informacija i reSava potproblem koji ostaje nakon tog izbora

Pohlepni algoritmi obiCno koriste top-down pristup za razliku od
dinamiCkog programiranja kod kojeg se prirodno primenjuje bottom-up
pristup

26



... OSOBINA POHLEPNOG IZBORA 5

Naravno, na kraju je potrebno dokazati da je pohlepni izbor onaj pravi,
tj. da u svakom koraku pohlepni izbor dovodi do globalno optimalnog
resenja

To se radi tako Sto se prvo istrazi globalno optimalno resenje nekog
problema, nakon ¢ega se modifikuje to reSenje tako Sto se neki od
potproblema zameni pohlepnim izborom, Cime se dobija sliCan
potproblem, ali obi€no manjih dimenzija, tj. jednostavniji

Pohlepni izbor je efikasniji, jer najcesSc¢e eliminiSe potrebu da se ispituje
Siri skup mogucih izbora

Pretprocesiranjem ili izborom adekvatne strukture podataka se moze
ubrzati pohlepni izbor

Kako bi se ubrzao izbor u primeru problema rasporedivanja aktivnosti?

Sortiranjem ulaznih nizova u rastu¢em redosledu zavrsnih vremena
aktivnosti

27



OPTIMALNA PODSTRUKTURA P

Problem ima osobinu optimalne podstrukture, ako je optimalno resenje
problema sadrzano unutar optimalnih resenja njegovih potproblema

Osobina koju pohlepni algoritmi dele sa dinamiCkim programiranjem

Kod pohlepnih algoritama pronalazenje optimalne podstrukture je malo
jednostavnije

Pretpostavka je da smo pohlepnim izborom dosli do potproblema iz
originalnog problema

Sve sto treba dokazati je da optimalno reSenje potproblema u
kombinaciji sa pohlepnim izborom (koji je ve¢ napravljen) dovodi do
optimalnog reSenja originalnog problema

Ovo implicira upotrebu indukcije nad potproblemom kako bi se
dokazalo da pohlepni izbor u svakom koraku dovodi do optimalnog
resenja

28



POHLEPA vs. DINAMIKA ... 5

» Kako pohlepni algoritmi dele osobinu optimalne podstrukture sa
dinamiCkim programiranjem, Cesto se moze desiti da se pogresi |
izabere pogresan algoritam

— Da se bez potrebe koristi dinamiCko programiranje u slucaju kada
je dovoljno napraviti pohlepni izbor

— Da se upotrebi pohlepni algoritam u situaciji kada je zapravo
potrebno dinamicko programiranje

* Ovo se lepo moze demonstrirati na problemu ruksaka (knapsack
problem):

— Lopov ude u prodavnicu sa ruksakom u kome moze stati roba tezine W

— U radnji postoji roba, pri Cemu svaki artikal ima svoju tezinu w;
| vrednost v;

— Problem se ogleda u zelji lopova da uzme robu u najve¢oj mogucénoj
vrednosti, ali da moZzZe da je ponese u svom ruksaku

29
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... POHLEPNA vs. DINAMIKA ...

Ovaj problem moze imati dve varijante:

— Uzmi ili ostavi varijantu (0-1 knapsack problem) kada lopov moze da uzme
samo ceo artikal i to po jedan od svakog artikla

— Tradicionalnu varijantu kada moze da uzme bilo koju koliCinu bilo kog
artikla

« Razlika izmedu ove dve varijante moze se zamisliti kao da u prvoj
situaciji imamo zlatne poluge, dok u drugoj zlatni prah

* Obe varijantne imaju optimalnu podstrukturu

« Za uzmi ili ostavi varijantu, to je sledeca struktura:

— Pretpostaviti da teret sa najve¢om vrednos¢u ukupno ima tezinu do W (to
je i maksimalna nosivost ranca)

— Ako se iz ovog tereta izbacli artikal j tezine w;, onda je preostao tovar sa
najvecom vrednoscu za tezinu W — w; koja je sastavljena iz nekihod n — 1

originalnih artikala bez j
30



... POHLEPNA vs. DINAMIKA ... L5

Za tradicionalnu varijantu, to je sledeca struktura:

— Pretpostaviti da teret sa najve¢om vrednoS¢u ukupno ima tezinu do W

— Ako se iz ovog tereta izbaci neka tezina w od artikla j (ne mora ceo artikal
da se izbaci, samo deo njegove tezZine), onda je preostao tovar sa
najvecom vrednoScu za tezinu W — w koja je sastavljena iz nekihod n — 1
originalnih artikala plus w; — w tezine artikla j

Tradicionalna varijanta moze se resiti primenom pohlepnog izbora, ali
se uzmi ili ostavi varijanta ne moze resiti pohlepnim izborom

Zasto?

Da bi se napravio pohlepni izbor, potrebno je odrediti odnos cene i
tezine, vj/wj I birati uvek onaj artikal koji daje najbolji odnos
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... POHLEPNA vs. DINAMIKA ... P

» Da bi se napravi pohlepni izbor, potrebno je odrediti odnos cene |
tezine, v;/wj i birati uvek onaj artikal koji daje najbolji odnos

« Kod tradicionalnog je to dovoljno, jer ¢e ruksak uvek biti popunjen do
kraja, odabere se artikal sa najboljim odnosom cene/tezine i stavi u
ruksak, pa sledeci takav, i tako sve dok ima mesta

» Pogledati primer u kojem ima 3 artikla

$80

item 3

item 2

20 $100
item 1 30 -
20 —a
10] $60
~— | S

$60 $100  $120 knapsack = $240
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... POHLEPNA vs. DINAMIKA

« Da bi se napravio pohlepni izbor, potrebno je odrediti odnos cene i
tezine, v;/wj i birati uvek onaj artikal koji daje najbolji odnos

« Kod uzmi ili ostavi to nije dovoljno, jer se moze desiti da posle izbora
artikla sa najboljim odnosom cene/tezine, ne ostane dovoljno mesta u

ruksaku da se napravi optimalni izbor

» Pogledati primer u kojem ima 3 artikla

301 $120

item 3
item 2 +

item 1 30

20 20] $100
— | S

$60 $100  $120 knapsack =$220

20 $100

10| $60
= $160

301 $120

] o

=$180
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TRADICIONALNI KNAPSACK PROBLEM ...

RAZLOMLJENI-RUKSAG (W,w,n)

S=0

i=1
3: for j=1 ton
4: plj]=0

5: while S<W

6: S =S5+ wli]

7: pli] =1

8: i=i+1

9: if S>W

10: i=i—1

11: // ako poslednji artikal ne mozZze ceo da stane, uzimamo samo deo
12:  pli]=1—-(S—W)/wli]

13: return p
34



... IRADICIONALNI KNAPSACK PROBLEM

« W - nosivost ranca,
 w - vektor tezina artikala,
* n - brojartikala

* Pretpostavilja se da su artikli
sortirani nerastuce prema
vrednosti po jedinici mere

* izlaz: p - procenat
svakog predmeta koji je
stavljen u ranac

RAZLOMLJENI-RUKSAG (W,w,n)
1: S=0

i=1
for j=1 ton

plil=0

5: while S<W

S=5+w[i]
plil =1
i=i+1
ifS>W
i=i—1
// ako poslednji artikal ne moZe ceo da stane, uzimamo samo deo

plil =1 -W)/w[i]

. return p
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HAFMANOVO KODIRANJE ...

Vrlo efikasan nacin kompresije podataka
(20% do 90% zavisnosti od prirode podataka)

Kod se formira na osnovu statistike
— koliko puta se neki znak pojavljuje unutar nekog ulaza podataka, ili

— unutar Citave populacije ulaza

Kada je potrebno kodirati neki skup znakova, on se moze predstaviti
binarnim kodom

Moguce je koristiti binarni kod

— fiksne duzine uniformno za svaki ulaz podataka bez obzira na
statistiku (uvek celobrojni umnozak bajta),
— fiksne duzine uniformno prilagodeno ulazu podataka

— promenljive duzine
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... HAFMANOVO KODIRANJE ... 5

Kada se koristi binarni kod fiksne duzine mora se odabrati broj bita
dovoljno veliki da se svaki znak moze predstaviti tim kodom

Nekada se zbog jednostavnosti Citavog sistema Citanja/pisanja uzima
predefinisana veli€ina (celobrojni umnozak bajta) nezavisno od toga da
li se u nekom ulazu koriste svi znakovi iz alfabeta ili samo neki

Zasto ASCII kod nije bio dovoljan? Cemu Unicod?

Alternativa je da se koristi binarni kod fiksne duzine, ali se koristi
najmaniji broj bita koji je dovoljan da se predstave svi znakovi koji Cine
ulaznu rec

Na primer, ako se ulazna reC€ sastoji od 6 znakova (a, b, c, d, e, f),
onda su potrebna 3 bita kako bi se oni predstavili/kodirali
(a=000, b=001, c=010, d=011, f=100, e=101)

Zasto?

Jer se sa 3 bita moze predstaviti 8 vrednosti 29



... HAFMANOVO KODIRANJE ...

&f“\{\‘
Vv

Za kodiranje znakova fiksne duzine nije potrebno znati frekvenciju
pojavljivanja znakova unutar ulaza podataka

Svakako smo na ovaj nacin smanijili veliCinu poruke spram fiksnog
kodiranja uniformne duzine (nepotrebno koristiti 8 bita za 6 znakova)

Da li se ovo moze joS unaprediti?
Da, ako poznajemo frekvenciju pojavljivanja znakova u ulaznoj poruci
Kako to moze pomoci?

Zamislimo da u primeru sa 6 znakova znamo frekvenciju pojavljivanja
svakog znaka (p, = 0.45, p, = 0.13, p. =0.12, p; = 0.16,
pe = 0.09, py = 0.05)

Sada znakove mozemo kodirati promenljivom duzinom tako znak sa
najvecom frekvencijom pojavljivanja ima najmaniji kod (a=0, b=101,
c=100, d=111, f=1101, e=1100)
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... HAFMANOVO KODIRANJE ... 73

Pravi doprinos i uticaj kodiranja promenljive duzine moze se videti
kada je potrebno kodirati ulaznu poruku 100 000 znakova

Pretpostaviti da za to koristimo onih 6 znakova i pretpostavimo da vazi
opisana statistika

a b c d e f
L Frequency (in thousands) 45 13 12 16 9 5
Kad_a S? quIStl Fixed-length codeword 000 001 010 Ol1 100 101
kodiranje fiksne Variable-length codeword 0 101 100 111 1101 1100

duzine, izlazna
poruka ¢e imati veliCinu od 300 000 bita

Kada se koristi kodiranje promenljive duzine, dobijamo da Ce izlazna
poruka imati veliCinu od 224 000 bita

Kako?

(Pa - Apic + Pb - bpit + Pe * Chie + Pa - dpit + Pe - €pie + Ps - fpir) - 100000 =
(0.45-1+0.13-3+0.12-3+0.16-3+0.09:-4+0.05-4) - 100000 =
(0.45+0.39+0.36 +0.48+ 0.36 + 0.20) -100000 =2.24-100000 =

224000 "



... HAFMANOVO KODIRANJE ...

&f“\{\‘
Vv

Kodiranje promenljive duzZine opisano u primeru naziva se prefiksno
kodiranje

To znaci da je svaka kodna recC jedinstvena i da ni jedna kodna reC ne
zapocinje drugom kodnom recju (a=0, b=101, ¢c=100, d=111, f=1101,
e=1100)

MoZze se dokazati da prefiksno kodiranje uvek rezultuje optimalnom
kompresijom podataka za bilo koji tip karakter kodiranja

|zlazna reC se u prefiksnom kodiranju formira na jednostavan nacin

— prostim nadovezivanjem kodova za razliCite karaktere koji slede
jedan iza drugog (0 - 101 -100 = 0101100)

Zasto je ovo moguce?

Kako je svaki kod jedinstven i ni jedna kodna reC ne deli svoj poCetak
ni sa jednom drugom kodnom recju, ne postoji razlog za posebnim
separatorima
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... HAFMANOVO KODIRANJE ... 5

Ovo znacajno pojednostavljuje dekodiranje — identifikuje se pocCetna
kodna recC, pronade se njoj odgovarajuci znak i Citav postupak se
ponavlja

(00101100 =0:-0-101-100, Sto je aabe)

U Hafmanovom kodiranju Citav postupak kodiranja/dekodiranja bazira
se na Hamanovom stablu

Ovo je binarno stablo koje je lako interpretirati i koje se lako tumaci

Stablo je vrlo znacCajno za jednostavno dekodiranje, jer Citanje ulazne
poruke odgovara kretanju kroz Hafmanovo stablo od korena ka
listovima

|SCitava se bit po bit i u zavisnosti od vrednosti bita bira se jedna od
mogucih putanja u stablu

Kada se stigne do lista stabla, stiglo se i do znaka koji treba upisati u
izlaznu poruku, postupak se ponavlja sve dok se ne isCitaju svi kodovi

43



... HAFMANOVO KODIRANJE ... Py

« Kako to izgleda na primeru: (00101100 =
0-0-101-100, $to je aabc)

« Hafmanovo stablo je kompletno binarno
stablo koje za alfabet karaktera € (gde
svaki karakter ima frekvenciju pojavljivanja
koja je pozitivan broj) ima taéno |C| listova
| |C] — 1 Svorova

« Ako uzmemo stablo T koje odgovara
prefiksnom kodu, lako je odrediti broj bita
potrebnih da se kodira Citav fajl

* Ako je c. freq frekvencija pojavljivanja karaktera c iz C u ulaznoj reci,
dr(c) dubina lista u stablu koji odgovara c (dr(c) je ujedno i broj bita
kojima se kodira c), broj bita B(T) potrebnih da se kodira ulazna rec je:

B(T) = z c.freq-dr(c)

ceC 44



... HAFMANOVO KODIRANJE .. Py

« Kako se formira Hafmanovo stablo?

« Znakovi iz izvora podataka se organizuju u sortirani niz listova na
osnovu njihovih tezina, npr.

A B C D E

24 12 10 8 8

« U prvom koraku pronalaze se Cvorovi sa najmanjim tezinama, D i E,
Cije tezinesu 818

« Njihovim spajanjem formira se novi Cvor Cija tezina je jednaka sumi
tezina podredenih ¢vorova

 Putanja do ¢vora D dobija kod O, 04 A 16 DE 1 B 10 ¢
a do Cvora E dobija kod 1 . .
»  Cvorovi D i E vie nisu D E

slobodni za povezivanje 8 8



... HAFMANOVO KODIRANJE ...

ﬂauguuvahffihwo- 7;M€ﬁ~a4hniﬁwwa

Algoritam se nastavlja dalje i ponovo se traze dva Cvora koji imaju
najmanju tezinu (to su ujedno i susedni ¢vorovi)

U primeru su to B i C ¢vorovi sa tezinama 1211 10

Njihovim spajanjem nastaje novi Cvor sa tezinom jednakom sumi
njihovih tezina

Putanja do ¢vora B dobija kod 0, a putanja do ¢vora C dobija kod 1

Cvorovi B i C vi$e nisu u slobodni za povezivanje

A BC DE

24 22 16

12 10 8 8

46



... HAFMANOVO KODIRANJE ... P

» U slede¢em koraku, povezuju se BC kombinovani ¢vor i DE
kombinovani Cvor, jer su njihove tezine, 22 i 16, manje od tezine Cvora
A

« Putanja do BC kombinovanog ¢vora dobija kod 0, a putanja do DE
kombinovanog cvor dobija kod 1

« BC i DE kombinovani ¢vorovi vise nisu u slobodni za povezivanje

BCDE A

38 24

BC DE

22 16

12 10 8 8
47
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... HAFMANOVO KODIRANJE ... P

* Na kraju ¢vor A se povezuje sa BCDE kombinovanim ¢vorom i formira
se Hafmanovo binarno stablo

« Putanja do ¢vora A dobija kod 0, a putanja do ¢vora BCDE
kombinovanog BCDE kombinovanog A dobija kod 1

BCDEA
62
0 1
BCDE A
38 24
0 1
BC DE
22 16
0 1 0 1
B C D E

12 10 8 8
48



... HAFMANOVO KODIRANJE

Na kraju se dobija sledec¢i Hafmanov kod:

Znaci Frekvencija pojavljivanja Kod
A 24 1
B 12 000
C 10 001
D 8 010
E 8 011
BCDEA
62 |
0 | | 1
BCDE A
38 l 24
0 | | 1
BC DE

49



HAFMANOVO ALGORITAM ... P

« Za potrebe kodiranja, Hafman je implementirao svoj pohlepni algoritam

HUFFMAN(C)

1 n=|C|

2 0=C

3 fori =1ton—1

4 allocate a new node z

5 Z.left = x = EXTRACT-MIN(Q)

6 Z.right = y = EXTRACT-MIN(Q)

7 Z.freq = x.freq + y.freq

8 INSERT(Q, 2)

9 return EXTRACT-MIN(Q)  // return the root of the tree
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... HAFMANOVO ALGORITAM ... 72
Duagan dv D — Teorij algorilama

« Ovaj algoritam se oslanja  HurFMAN(C)
na Minimalne redove I n=|C|
.. 2 0=C
prlorlteta 3 fori =1ton—1
allocate a new node Z
Z.left = x = EXTRACT-MIN(Q)
z.right = y = EXTRACT-MIN(Q)
Z.freq = Xx.freq + y.freq
INSERT(Q, 2)
return EXTRACT-MIN(Q) // return the root of the tree

« Krece se od alfabeta C ‘5‘
koji sadrzi n karaktera 6
| svaki karakter c € C je 7
objekat koji sadrzi kao 8
atribut njegovu ’
frekvenciju pojavljivanja c. freq

« Algoritam gradi stablo T koje odgovara optimalnom kodu bottom-up
pristupom

» Podinje sa |C| listova i zatim izvrSi |C| — 1 spajanja i stvara |C| — 1
cvorova

e Sortiranje elemenata u Minimalnom redu prioriteta Q ide preko freq

atributa
51



... HAFMANOVO ALGORITAM ... P

« Takode, algoritam Kkoristi HUFFMAN(C)
minimalni red prioriteta Q I n=|C]|
kako bi identifikovaodva 2 ¢ ¢

) ) ) ) 3 fori = 1ton—1
Objekta kOjI IMmaju najmanju 4 allocate a new node z

vrednost freq atributa 5 z.left = x = EXTRACT-MIN(Q)
_ o 6 z.right = y = EXTRACT-MIN(Q)
 Ova dva objekta se spajaju 7 z.freq = x.freq + v.freq
ka nadredenom &voru 8 INSERT(Q, 2)

9 return EXTRACT-MIN(Q)  // return the root of the tree
« Taj nadredeni Cvor ima

frekvenciju koja je jednaku sumi frekvencija njemu podredenih ¢vorova
« Ovo bukvalno prati nacCin pravljenja Hafmanovog stabla iz primera

« Linija 2 inicijalizuje minimalni red prioriteta

52



... HAFMANOVO ALGORITAM ... P

« for petlja od 3-8 linije HUFFMAN(C)
. . I n=|C|

— Kkreira novi ¢vor, tako 2 0 =C
sto stalno izvlaci 2 3 fori =1ton—1
x : : 4 allocate a new node z
c¢vora sa najmanjom
frek . J . ) iaih 5 Z.left = x = EXTRACT-MIN(Q)
re vvenCllom 'l_r_nenla ' 6 z.right = y = EXTRACT-MIN(Q)
sa ¢vorom koji je suma 7 z.freq = x.freq + v.freq
njihovih frekvencija 8 INSERT(Q. 2)

9 return EXTRACT-MIN(Q)  // return the root of the tree

— novi ¢vor u sebi Cuva
veze ka €vorovima koji su njemu podredeni

— nakon n — 1 spajanja for petlje red sadrzi samo jedan Cvor, koren
Hafmanovog stabla

* Na kraju se vrati jedini preostali Cvor u redu

e x|y suostavljeni u liniji 7 zbog dokaza korektnosti algoritma
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... HAFMANOVO ALGORITAM ...

« Kako Hafmanov algoritam rad na primeru

(a) £:5| | e9| |c:12| |b:13| |d:16| |a:45

o) [c12] B3 &16| [2:45
o/ \1

£:5 e:9
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... HAFMANOVO ALGORITAM ...

Kako Hafmanov algoritam rad na primeru (nastavak)

d:16

a:45

c:12

b:13

a:45
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... HAFMANOVO ALGORITAM ...

« Kako Hafmanov algoritam rad na primeru (nastavak)

(e) [|a:45
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... HAFMANOVO ALGORITAM ...

« Kako Hafmanov algoritam rad na primeru (nastavak)

()
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... HAFMANOVO ALGORITAM

* Vreme izvrSavanja ovog HUFFMAN(C)
algoritma se raCuna na n = |C|
0SNovU vremena Q=C

o _ o fori = 1ton—1
izvrSavanja Minimalnog allocate a new node z

1
2
3
4
reda prioriteta 5 z.left = x = EXTRACT-MIN(Q)
6 Z.right = y = EXTRACT-MIN(Q)
7 Z.freq = Xx.freq + y.freq
8 INSERT(Q, 7)
9 return EXTRACT-MIN(Q) // return the root of the tree

« Koliko je to vreme?
e O(logn)

« Kako se for petlja izvrsava
n — 1 puta ukupno vreme izvrSavanja je O(nlogn)
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KOREKTNOST HAFMANOVOG ALGORITAM ... P

Da bi se dokazala korektnost Hafmanovog algoritma, potrebno je
dokazati da odredivanje optimalnog prefiksnog koda ima osobinu
pohlepnog izbora i optimalnu podstrukture

Sledeca lema je dokaz pohlepnog izbora:

— Neka je C alfabet gde svaki karakter ¢ € € ima frekvenciju
pojavijivanja c. freq

— Neka su x 1 y karakteri iz ¢ € C sa najmanjom frekvencijom
pojavljivanja

— Onda postoji optimalni prefiksni kod za € u kojoj su kodne recCi za x
| y iste duzine i razlikuju se samo u poslednjem bitu

Dokaz ide po principu se uzme stablo T koje reprezentuje arbitrarni
optimalni prefiksni kod i modifikovati ga tako da karakteri x i y budu u
susednim listovima (maksimalne duzine) stabla koji dele nadredeni
cvor, sto direktno implicira da im kodne reci imaju istu duzinu i da se
razlikuju za samo jedan bit



... KOREKTNOST HAFMANOVOG ALGORITAM ... :;,

» Dokaz za pohlepan izbor:

Neka su a | b dva proizvoljna karaktera iz € koji se nalaze u
susednim listovima stabla koji dele nadredeni Cvor i koji su
maksimalne duzine stabla T

Bez gubitka opsStosti, moze se pretpostavitida je a. freq < b. freq |
x.freq <y.freq

Kako su x i y karakteri iz € sa najmanjom frekvencijom
pojavljivanja, a | b dva proizvoljna karaktera iz C, tada vazi

x.freq < a.freqiy.freq <b.freq

Moguce je x. freq = a.freq/ililiy. freq = b. freq, ali ako je
x.freq = b. freq, onda iz toga sledida a. freq = b. freq =
x.freq = y. freq i dokaz je trivijalan, tako da se pretpostavlja da je
x.freq +# b. freq, StoznaCix # b
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... KOREKTNOST HAFMANOVOG ALGORITAM ... 72
Duagan dv D — Teorij algorilama

« Dokaz za pohlepan izbor (nastavak):

— U sledeCim koracima menja se mesto Cvorova a | x iz stabla T tako
da nastane stablo T’, a zatim i mesto ¢vorova b i y iz stabla T’ tako
da nastane stablo T"

T T, T

. .
||||||| Jie- T I
. 4

a b X b X y

- a i b se nalaze u susednim listovima stabla koji dele nadredeni Cvor
| KOji su maksimalne duzine stabla T

— a x| y su karakteri sa najmanjom tezinom
— ako je x # b, onda je moguce zamenitiaix,aposleibiy

— zamenom se ne menja ukupna cena, tako da je stablo T"
optimalno



... KOREKTNOST HAFMANOVOG ALGORITAM ... .23

Dokaz za pohlepan izbor (nastavak):

Na osnovu jednacine B(T) = }..ccc¢. freq - dr(c) moze se uporediti
cenastablaTiT’

B(T) — B(T') = Z c.freq-dr(c) — Z c.freq-dp(c)

= X.freq - dT(x)CE-If a.freq-dr(a) —c;.cfreq -dp(x) —a. freq-dy(a)
=Xx.freq-dr(x) + a.freq-dr(a) — x.freq-dr(a) — a. freq - dr(x)

= (a.freq — x.freq) - (dr(a) — dr(x))

>0

| (a.freq — x. freq) i (dr(a) — dr(x)) su nenagativne vrednosti
Zasto?

x. freq je najmanja vrednost, a dr(a) list maksimalne duzineu T
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... KOREKTNOST HAFMANOVOG ALGORITAM ... g,

Dokaz za pohlepan izbor (nastavak):

Na slican nacin kao $to je pokazano da je B(T') < B(T) se moze
pokazatiidaje B(T"") < B(T'), tj. daje B(T") < B(T)

E sad kako je T optimalno, onda je i B(T) < B(T'") Sto implicira da
je B(T"") = B(T)

Dakle, T" je takode optimalno stablo u kojoj se x 1 y listovi koji dele
nadredeni Cvor i koji su maksimalne duzine, Sto dokazuje pocetnu
lemu

Ova lema implicira da se izgradnja optimalnog stabla spajanjem
moze realizovati pohlepni izborom kojim se za kandidate spajanja
biraju dva Cvora najmanje frekvencije

Zasto je ovo pohlepniizbor?

Ako se zbir frekvencija Cvorova koji se spajaju posmatra kao cena
spanja, onda uvek biramo najmanju cenu za spajanje — pohlepno!



... KOREKTNOST HAFMANOVOG ALGORITAM ... ,;<,

« Sledeca lema zapravo pokazuje da problem izgradnje optimalnog
prefiksnog koda zapravo ima osobine optimalne podstrukture:

— Neka je C alfabet gde svaki karakter ¢ € € ima frekvenciju
pojavljivanja c. freq

— Neka su x 1 y karakteri iz ¢ € C sa najmanjom frekvencijom
pojavljivanja

— Neka je €' alfabet iz kojeg su izbaceni karakteri x i y i neka su oni
zamenjeni novim karakterom ztakoda je €' = C — {x, y} U {z}

— Frekvencije pojavljivanja svih karaktera u €' su iste kao i u C, jedino
jez.freq =x.freq+y.freq

— Neka je T' neko stablo koje predstavlja optimalni prefiksni kod za
alfabet C’

— Onda stablo T, koje nastaje iz stabla T' zamenom lista z sa ¢vorom
koji za listove ima x i y, predstavlja optimalni prefiksni kod za
alfabet C
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... KOREKTNOST HAFMANOVOG ALGORITAM ... ;’

~

 Dokaz za osobinu optimalne podstrukture:

Prvo se cena gradnje B(T) stabla T iskaze kroz cenu gradnje
B(T') stabla T’ preko jednacine B(T) = }..ccc. freq - dr(c)

Za svaki karakter ¢ € C — {x,y} vazida je dr(c) = d4(c), a samim
timjeic.freq-dr(c) =c.freq-dp(c)

Kako je dr(x) = dr(y) = d(z) + 1 imamo da je:

x.freq-dr(x)+y.freq- dr(x)

= (x.freq+y.freq) - (dy(z) +1)
=(x.freq+y.freq) -d;y(z) + (x.freq+y.freq)
=2z.freq-d(z) + (x.freq+y.freq)

Odavde moze da se zakljuci da je:

B(T) =B(T')) + (x.freq + y. freq)
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« Dokaz za osobinu optimalne podstrukture (nastavak):

— Odavde moze da se zakljuci da je:

B(T) =B(T'))+ (x.freq+ y. freq)
— llidaje:

B(T') =B(T) — (x.freq + y. freq)
— Dalje se lema dokazuje kontradikcijom
— Pretpostaviti da T stablo ne reprezentuje optimalni prefiksni kod
— Onda mora postojati neko stablo T"' takvo da je B(T') < B(T)

— Bez gubitka opstosti, moze se pretpostaviti da su x i y Evoroviu T"
koji dele nadredeni Cvor
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Dokaz za osobinu optimalne podstrukture (nastavak):

— Pretpostaviti da postoji i stablo T’ koje je identi¢no stablu T samo
sto je kod njega nadredeni Cvor Cvorovima x | y zamenjen ¢vorem z
Cija frekvencija je z. freq = x. freq + y. freq, onda je:

B(T"") =B(T") — (x.freq + y.freq)
=B(T") —x.freq —y. freq
< B(T) —x.freq—y.freq
= B(T")

— Sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je T’ optimalni prefiksni
kod za C’

— Dakle, T je optimalni prefiksni kod za €

Na osnovu ove dve leme se zakljuCuje da Hafmanov algoritam
generiSe optimalan prefiksni kod
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