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PROBLEM SORTIRANJA P

Sta je to sortiranje?
Jedan od najSire proucCavanih problema u raCunarstvu

Sortiranje je osnova za mnoge algoritme i trosSi veliki deo racunarskog
vremena u mnogim tipicnim aplikacijama

Postoje mnoge verzije problema sortiranja, kao | desetine algoritama
za sortiranje

Retko kad je to samo niz brojeva ve¢ deo neke vece strukture

Algoritmi za sortiranje su primer kako apstrakcijom svodimo problem
na jednostavniju (matematicku) formu koju reSavamo algoritmom

Ulaz je nesortiran niz (brojeva) od n brojeva: (a4, a,, ..., a,)

Izlaz je permutacija ulaznog niza: {(ay, aj, ..., a,), aj < a, < - < al,



ALGORITMI ZA SORTIRANJE P

» Postoji ogroman broj algoritama za sortiranje:

— Quicksort — Library sort

— Merge sort — Patience sorting
— In-place merge sort — Smoothsort

— Heapsort — Strand sort

— Insertion sort — Tournament sort
— Introsort — Cocktail sort

— Selection sort — Comb sort

— Timsort — Gnome sort

— Cubesort — UnShuffle Sort
— Shell sort — Franceschini's method
— Bubble sort — Block sort

— Binary tree sort — Odd—even sort

— Cycle sort — Bucket sort
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HEAPSORT ALGORITAM ...
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Kompleksnost je O(nlogn)

Sortiranje u mestu, u samom nizu, dok se samo konstantan broj
elemenata nalaza van niza tokom primene algoritma

Uvodimo jos jednu tehniku dizajna algoritma, strukturu podataka

Pojednostavljujemo i prilagodavamo se problemu tako sto biramo
strukturu podataka koja nam olaksava rad sa datim problemom

Koristimo heap strukturu za implementaciju Heapsort algoritma
Vrlo efikasan nacin da se organizuje red sa prioritetima

Sam pojam heap strukture je nastao iz heapsort algoritma, ali se
danas odnosi na ,garbage-collected storage”

Poznata jos i kao ,gomila”

Naravno u primerima, i ItA knjizi, misli se na strukturu, ne na deo
programskog jezika, ili virtualne masine



... HEAPSORT ALGORITAM ... s

Heap struktura (binarna) je niz koji se moze posmatrati kao skoro
kompletno binarno stablo

Svaki ¢vor stabla odgovara
elementu niza

Stablo je potpuno popunjeno,
osim mozda u listovima, ali se
| Oni popunjavaju s leve strane
ka desnoj do odredene tacke

Niz A koji predstavlja heap je
objekat koji ima 2 atributa:

— A.length, koji predstavlja broj
elemenata u nizu

— A.heap-size, koji predstavlja
koliko elemenata iz heap-a je
smesteno u niz




... HEAPSORT ALGORITAM ...

S

U sustini, ne moraju svi elementi niza biti elementi heap-a, sto znaci
ako je A[1.. A.length], onda je 0 < A. heap — size < A.length

Koren heap-a se nalazi na lokaciji A[1]

Ako znamo da je indeks nekog Cvora i, onda u nizu mozemo pronaci
pozicije njegovog nadredenog Cvora i njemu podredenih Cvorova
primenom jednostavnih procedura PARENT(i), LEFT(i), RIGHT(i)
PARENT(7) LEFT(7) RIGHT(i)
1 return |i/2] 1 return 2; 1 return?2i + 1

To je razlog zaSto stablo mora biti popunjeno
Kako da brzo izraCunamo LEFT(i) i RIGHT(i) kao jednu operaciju?

Primenom bitwise operatora (pomeranje za jedan bit u levo za LEFT(i)
| pomeranje za jedan bit u levo plus dodavanje jednog bita na
poslednje mesto za RIGHT(i))



... HEAPSORT ALGORITAM ...

« Kako da brzo izraCunamo PARENT(i)?
* Primenom bitwise operacije za jedno mesto u desno

« Dobra implementacija koristi makro ili inline proceduru.

- Stajeto?
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... HEAPSORT ALGORITAM ...

» Postoje 2 vrste binarnih heap struktura:
— Maks-heap struktura
— Min-heap struktura
« Podela na osnovu toga koji uslov moraju zadovoljiti elementi heap-a

« Kod Maks-heap strukture to je uslov da ni jedan ¢cvor nema vrednost
vecu od njegovog nadredenog ¢vora, A[Parent(i)] = Ali]

* Najveci element u Maks-heap strukturi je koren

« Kod Min-heap strukture je obrnuto, uslov je da ni jedan ¢vor nema
manju vrednost od njegovog nadredenog ¢vora, A[Parent(i)] < A[i]

* Najmanji element u Min-heap strukturi je koren

« Za heapsort algoritam koristi se Maks-heap struktura

10



... HEAPSORT ALGORITAM
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Kako je heap struktura vrsta binarnog stabla, onda je visina stabla broj
cvorova duz najduzeg puta od korena do lista

Kako se heap bazira na binarnom stablu | kako su operacije nad
binarnim stablom proporcionalne visini stabla, onda je njihova
kompleksnost negde u rangu O(logn)

Generalno je visina binarnog stabla 0(logn)

Heapsort algoritam oslanja se na karakteristike Maks-heap strukture,
onda je vazno odrzati karakteristike Maks-heap strukture

(implementiracemo algoritam za ovo)

Potrebno je implementirati i algoritam za izgradnju Maks-heap
strukture iz proizvoljnog niza

| na kraju sam algoritam za sortiranje

11



ODRZAVANJE KARAKT. MAKS-HEAP-A ... 22

« Napravicemo MAX-HEAPIFY proceduru
e Ulaz: niz A, iindeks | elementa iz niza

* Pretpostavka je da LEFT(i) i RIGHT(i) podstabla imaju osobinu Maks-
heap strukture, ali A[i] je mozda manji od svojih podredenih ¢vorova
sto kvari uslov Maks-heap strukture

« MAX-HEAPIFY procedura omogucuje da se Ali] spusti nize niz heap
kako bi se ponovo uspostavila osobina Maks-heap strukture, kako bi
uslov bio ispunjen u potpunosti, tj. i da celo | podstablo bude u skladu
sa Maks-heap strukturom

12



... ODRZAVANJE KARAKT. MAKS-HEAP-A ...

MAX-HEAPIFY (A, i)

1 [ = LEFT(i)

2 r = RIGHT(7)

3 if] < A.heap-size and A[l] > Ali]

4 largest = [

S5 else largest = i

6 ifr < A.heap-size and A|r] > Allargest]
7 largest = 1

8 if largest #£ i

9 exchange A[i] with A[largest]
10 MAX-HEAPIFY (A, largest)

13



... ODRZAVANJE KARAKT. MAKS-HEAP-A ...

Algoritam je rekurzivan

U svakom koraku se odreduje
koji je najveéi od A[i], A[LEFT(i)], |
A[RIGHT(i)] i njegov indeks se Cuva

Ako je najveci I-ti element, onda heap
vecC ima osobinu Maks-heap strukture

U suprotnom, neko od podredenih
¢vorova je najvedi, i A[i] ¢e se
zameniti sa A[largest] tako da i-ti

(
)
(%

MAX-HEAPIFY (A4,17)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

[ = LEFT(i)

r = RIGHT(7)

if | < A.heap-size and A[l] > A[i]
largest = |

else largest = i

if r < A.heap-size and A[r] > Allargest]
largest = r

if largest # i
exchange A[i] with A[largest]
MAX-HEAPIFY (A, largest)

element i njegovi podredeni cvorovi zadovoljavaju osobinu Maks-heap

strukture

Posle ove zamene largest sadrzi sada originalnu A[i] vrednost

Novo podstablo koje po€inje sa A[i] moze da kvari osobinu Maks-heap
strukture, pa je potrebno i to propustiti kroz MAX-HEAPIFY proceduru

14



... ODRZAVANJE KARAKT. MAKS-HEAP-A ...

* Primer rada MAX-HEAPIFY procedure




... ODRZAVANJE KARAKT. MAKS-HEAP-A e

Vreme izvrSavanja MAX-HEAPIFY procedure na jednom nivou, tj.

vreme potrebno da se sredi A[i], A[LEFT(i)], i A[RIGHT (i)] iznosi
0(1)

Na to treba dodati vreme potrebno da se sredi sada sledece podstablo
nastalom zamenom i-tog Cvora i largest Cvora

Podstablo u najgorem slucaju ima samo polovinu listova, te rekurzivni
poziv smanjuje problem 2n/3

Na osnovu svega ovoga vreme izvrSavanja je:
2n
T(n) =T <?> + @(1)

- a=1ib=23/2, f(n) =1 tako da imamo n'°8 @ = plogs21 = 0 —

— Vazi 2 slu¢aj master teoreme, f(n) = 0(n!°8 ) = 9(1), te je reSenje
T(n) = 0(logn)

16



IZGRADNJA HEAP-A ... =

Transformacija proizvoljnog niza A[1 ...n] u heap, pri emu je
n = A.length je vrlo jednostavna i moze se realizovati primenom
MAX-HEAPIFY procedure

U svakom nizu koji predstavlja heap poslednjih 4 [(E‘ + 1) n]

predstavlja listove binarnog stabla, i svaki je za sebe heap sa samo
jednim elementom

To znaci da je potrebno proci kroz preostale Cvorove i primeniti MAX-
HEAPIFY procedure nad svakim od njih

Primenom prethodno opisanog algoritma nastaje algoritam za
izgradnju heap strukture,

BUILD-MAX-HEAP BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length
2 fori = |A.length/2| downto 1
3 MAX-HEAPIFY (A4.1)

17



... ZLGRADNJA HEAP-A ... .&

* Primer kako algoritam radi

Al4|1(3]2(16/910/14| 8|7
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... ZLGRADNJA HEAP-A ... .&

* Primer kako algoritam radi

Al4|1(3]2(16/910/14| 8|7
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... ZLGRADNJA HEAP-A ... .&

* Primer kako algoritam radi

Al4|1(3]2(16/910/14| 8|7
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... ZLGRADNJA HEAP-A ... .&

* Primer kako algoritam radi

Al4|1(3]2(16/910/14| 8|7
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... ZLGRADNJA HEAP-A ...

* Primer kako algoritam radi

Al4|1(3]2(16/910/14| 8|7
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... ZLGRADNJA HEAP-A ... .&

* Primer kako algoritam radi

Al4|1(3]2(16/910/14| 8|7




... IZGRADNJA HEAP-A ... P

« Ispravnost algoritma i pristupa, moze se BUILD-MAX-HEAP (A)
dokazati invarijantoScu petlje 1 A.heap-size = A.length

. v : . : : 2 fori = |A.length/2| downto 1
Na pocCetku svake iteracije for petlje svi 3 MAX-HEAPIFY (4. )

cvorovii + 1,1+ 2, ..., n su koreni Maks-
heap strukture,

— 1. njihova podstabla su uredena kao binarna stabla i odrzavaju
osobinu Maks-heap strukture

 Dokaz?
— Inicijalizacija
— odrzivost

— zavrsavanje

24



... ZLGRADNJA HEAP-A ...
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* Inicijalizacija
— Pre prve iteracije for petlje i = E‘ svaki &vor E‘ +1, E‘ +2,...,n
je list i samim tim koren trivijalne Maks-heap strukture

« QOdrzivost

— Pre poziva MAX-HEAPIFY procedure listovi i €vora su i jedan i drugi imaju
veci indeks od njega, a posto su prethodno obradeni, oni su ujedno i
cvorovi svojih Maks-heap struktura, sto znaci da je zadovoljen uslov da su
svi¢vorovii + 1,1+ 2, ..., n su koreni Maks-heap strukture

— Poziv MAX-HEAPIFY procedure Ce se pobrinuti da, ako je potrebno dode
do obrtanja ¢vora i sa njegovim listovima koji su veci od njega, pa ¢e i i
cvor postati koren Maks-heap strukture

— Ali Sto je najvaznije, MAX-HEAPIFY procedure nece upropastiti osobinu
Maks-heap strukture podredenim ¢vorovima i stablima, tako da
smanjivanje i iteratora za jedan odrzava invarijantnost petlje

25



... ZGRADNJA HEAP-A
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- ZavrSavanje
— Kada se petlja zavrsi, i = 0.

— Pracenjem inverijantnosti petlje, svaki cvor 1, 2, ..., n je koren
Maks-heap struktura a narocito Cvor 1

* Vreme izvrSavanja se moze lako izraCunati
— Svaki poziv MAX-HEAPIFY procedure kosta O(logn)
— Kako BUILD-MAX-HEAP procedura pravi 0(n) takvih poziva
— Setite se matematike asimptotkse notacije. Koje je reSenje?
— Vreme izvrSavanja je O(nlogn), ali nije strogo
— Dalli se moze dobiti i strozija?

- 0(n) (pogledati ItA za dokaz i objasnjenje)

26



HEAPSORT ALGORITAM ...
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Algoritam zapocinje izgradnjom Maks-heap strukture upotrebom
BUILD-MAX-HEAP procedure

Kako je sada najveéi element na A[1], treba ga staviti ha njegovo
konadno mesto zamenom sa A[n]

Izbacivanjem A[n] elementa, tako $to se A.heap-size umanji za jedan,
struktura je | dalje Maks-heap, samo novi koren mozda kvari uslov
Maks-heap strukture

Potrebno je primeniti MAX-HEAPIFY (A, 1) i dobiti Maks-heap strukturu
od niza A[1..n — 1]

Sad treba ponoviti zamenu A[1] sa poslednjim elementom u nizu
A[n — 1], ponoviti izbacivanje poslednjeg elementa i nastaviti postupak
sve dok nisu svi elementi sortirani

27



... HEAPSORT ALGORITAM ...

HEAPSORT(A)

1 BUILD-MAX-HEAP(A)
2 fori = A.length downto 2

3 exchange A[1] with A[i]
4 A.heap-size = A.heap-size — 1
5 MAX-HEAPIFY (A, 1)

« |zvrsavanje BUILD-MAX-HEAP procedure traje O(n), a poziv svake od
n — 1 MAX-HEAPIFY procedura traje O(logn) sto znaci da Citav
HEAPSORT algoritam traje O(nlogn)

28



... HEAPSORT ALGORITAM ... P

HEAPSORT(A)

1 BUILD-MAX-HEAP(A)

2 fori = A.length downto 2

3 exchange A[1] with A[i]

4 A.heap-size = A.heap-size — 1
5 MAX-HEAPIFY (4, 1)

e Primer: A|4|1(3[216/9 10[14|8 |7




... HEAPSORT ALGORITAM

e Primer: A|4|1[3[216/9 10|14

> 00 O

(2)

o
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HEAPSORT(A)

1 BUILD-MAX-HEAP(A)
2 fori = A.length downto 2

3 exchange A[1] with A[i]
4 A.heap-size = A.heap-size — 1
5 MAX-HEAPIFY (4, 1)

v e
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... REDOVI PRIORITETA ...

&f“\{\‘
Vv

lako je Heap sort odliCan algoritam, postoje bolji algoritmi koji su se
bolje pokazali u praksi

Medutim sama Heap struktura ima veliki broj primena

Jedna od vrlo popularnih primena Heap strukture i sortiranja oko nje
jeste red prioriteta (priority que)

Red prioriteta je struktura u kojoj se Cuva skup § nekih elemenata

Svakom elementu je pridruzen klju¢ na osnovu kojeg se odreduje
prioritet elementa

Kao | Heap struktura, i red prioriteta mogu biti maksimalni ili minimalni
red prioriteta

— Kod maksimalnog reda prioriteta, prioritet imaju elementi sa veCom
vrednoscu kljuCa

— Kod minimalnog reda prioriteta, prioritet imaju elementi sa manjom
vrednoscu kljuca

32



... REDOVI PRIORITETA ...
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« Za primer se koristi maksimalni red prioriteta koji koristi Maks-heap
strukturu

« Minimalni red prioriteta je sliCan samo se kao osnova koristi Min-heap
struktura

« Maksimalni red prioriteta podrzava sledecCe operacije:

Insert(S, x) — ubacivanje elementa x u red Sto je ekvivalentno
operaciji $ = S U {x}

Maximum(S) — vraca element iz reda sa najvecim kljuCem
Extract — Maximum (S) — briSe i vraca element iz reda sa
najvecCim kljuCem

Increase — Key(S, x, k) — poveCava vrednost kljuca elementa x u
redu S na vrednost k

* Minimalni red prioriteta podrzava sliCne operacija: Insert, Minimum,
Extract — Minimum, Decrease — Key

33



... REDOVI PRIORITETA ...

e Maximum(S) baziran na Maks-heap strukturi, HEAP-MAXIMUM se
izvrSava u ©(1) vremena

HEAP-MAXIMUM (A)
1 return A[l]

34



... REDOVI PRIORITETA ...

e Extract — Maximum(S) baziran na Maks-heap strukturi,
EXTRACT-HEAP-MAXIMUM vrlo je slican Heap sort algoritmu

HEAP-EXTRACT-MAX(A)

if A.heap-size < 1

error “heap underflow”
max = All]
A[l] = A|A.heap-size]
A.heap-size = A.heap-size — 1
MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

~N N0k W

* Proverava se prvo da li Maks-heap struktura ima uopste elemenata

35



... REDOVI PRIORITETA ...

Proverava se da li Maks-heap struktura HEAP-EXTRACT-MAX (4)

ima uopSte elemenata
ISCita se prvi element u izlaznu promenljivu

Vrednost poslednjeg elementa se upise

1
2
3
4
5
na mesto prvog elementa 3

Smaniji se veliCina Maks-heap strukture za

if A.heap-size < 1

error “heap underflow”
max = A[l]
A[l] = A[A. heap-size]
A.heap-size = A.heap-size — 1
MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

jedan (efektivno se vrsi brisanje poslednjeg elementa, ali kako je on

kopiran u prvi, to znaci da se obrisao prvi element)

Zatim se poziva MAX-HEAPIFY procedura kako bi se ponovo

uspostavila osobina Maks-heap strukture

Vreme izvrSavanja ovog algoritma je O(logn), jer se sve preko MAX-
HEAPIFY procedure izvrSava u konstantnom vremenu

36



... REDOVI PRIORITETA ... P

e Increase — Key(S, x, k) baziran na Maks-heap strukturi,
HEAP-INCREASE-KEY procedura

HEAP-INCREASE-KEY (A, 1, key)
if key < Ali]
error “new key is smaller than current key”
Ali] = key
while ; > 1 and A[PARENT(i)] < Ali]
exchange A[i] with A[PARENT(i)]
i = PARENT(i)

NN B W=

* Indeks i u Maksimalnom redu prioriteta identifikuje elemenat kojem
zelimo da povec¢amo kljuc

* Prvo se proveri da li je nova vrednost vecCa od stare

« Zatim se vrednost klju¢a postavi na novu vrednost A[i] = key
37



... REDOVI PRIORITETA ...

Kako povecanje vrednosti kljucCa
moze da pokvari osobinu
Maks-heap strukture, procedura
gura kljuC gore uz stablo do
korena i postavlja ga na svoje
mesto sliCno koracima iz Insertion
sortiranja

HEAP-INCREASE-KEY (4,7, key)

1 if key < AJi]

2 error “new key is smaller than current key”
3 Ali] = key

4 whilei > 1 and A[PARENT(i)] < A[i]
5 exchange A[i] with A[PARENT(7)]
6 I = PARENT(i)

Kako se kljucC kreCe uz stablo, poredi se sa svojim nadredenim Cvorom
| ako je veci, zamenjuje njihova mesta

Algoritam nastavlja dalje sve dok ne naide na prvi Cvor Cija je vrednost

veca od kljuCa koji se povecao

Vreme izvrSavanja ovog algoritma nad n-elemenata Maks-heap
strukture je O(logn), jer putanja koju treba ispratiti dugacka O(logn)

38



.. REDOVI PRIORITETA ...

* Primer kako radi HEAP-INCREASE-KEY procedura

39



... REDOVI PRIORITETA &5

Insert(S, x) baziran na Maks-heap strukturi je MAX-HEAP-INSERT
procedura

MAX-HEAP-INSERT (A, key)

1 A.heap-size = A.heap-size + 1
2 A[A.heap-size] = —o0
3 HEAP-INCREASE-KEY (A, A.heap-size, key)

Algoritam je vrlo jednostavan

— Prvo se na kraj Maks-heap strukture doda novi element Ciji se kljucC stavi na
najmanju mogucu vrednost

— Zatim se poziva HEAP-INCREASE-KEY procedura kako bi se vrednost
kljuCa novog elementa postavila na zeljenu vrednost i kako bi se odrzala
osobina Maks-heap strukture

Ocigledno je vreme izvrSavanja ovog algoritma 0 (logn). Zasto?
40
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QUICKSORT ALGORITAM ... P

« Ima worse-case vreme izvr§avanja od ©(n?) nad nizom od n
elemenata

« Medutim, u praksi ovaj algoritam pobeduje mnoge jer ima oCekivano
vreme izvrSavanja, u proseku, od O(nlogn)

* Medutim, Sto je jos vaznije, konstantne vrednosti skrivene u ©(nlogn)
su vrlo male

« Ima prednost da radi takozvano sortiranje u mestu (sorting in place)
« Zavadi-pa-vladaj
* Predlozio ga C.A.R. Hoare, 1962.

42



... QUICKSORT ALGORITAM ... 5

« Opis algoritma nad podnizom Alp ...r]:

1. Divide: podeli podniz A[p ...r] na dva podniza (neki moze da bude i
prazan), tako da su svi elementi podniza A[p ...q — 1] maniji ili jednaki
A[q] i svi elementi podniza A[q + 1 ...r] vedi ili jednaki A[q]. g se
racuna kao deo divide procedure

Alp..q—1] < Alq] < Alqg+1..7]

2. Conquer: sortiraj podnizove A[p ...q — 1] i A[q + 1 ...r] rekurzivnim
pozivanjem QUICKSORT algoritma nad njima

3. Combine: sortirani podnizovi se kombinuju na trivijalan nacin

« KiIju€ je linearno vreme izvrSsavanja procedure za parcionisanje

43



... QUICKSORT ALGORITAM ...

« Sledeca procedura implementira quicksort algoritam

QUICKSORT(A, p, 1)

I ifp<r

2 g = PARTITION(A, p,r)
3 QUICKSORT(A, p,g — 1)
4 QUICKSORT(A,q + 1.,r)

« Da bi se sortirao Citav niz A, inicijalni poziv izgleda
QUICKSORT(A,1,A.length)

44



... QUICKSORT ALGORITAM ...

» Odigledno je klju¢€ procedura za deljenje niza jer preureduje podniz
Alp ...r], ali u mestu

PARTITION(A, p.r)

1 x = Alr]

2 1 =p—1

3 forj =ptor —1

4 if A[j] <x

5 I =1+ 1

6 exchange A[i] with A[/]
7 exchange A[i + 1] with A[r]

8 returni + 1

» Procedura uvek selektuje x = A[r] kao pivot tacka za parcionisanje
podniza A[p ...7]

45



. QUICKSORT ALGORITAM ...

PARTITION(A, p,r)

 Primer kako radi PARTION algoritam ; ?C=A["]1
I = p—
3 forj =ptor—1
’ r 4 if A[j] <x
(a) |2 8(711]3]5 6|4 5 =i+l
6 exchange A[i] with A[]]
7 exchange A[i + 1] with A[r]
Pl i 8 returni + 1
(b) ||871356|4
J r p I Jj r
©) :.7 1135 6|4 f) 211 3-5 6|4
J r P
d) z-l 35 6|4 (2) 211
p i J r p
©) 2 1-3 5 6|4 (h) 21
p
(i) 201




... QUICKSORT ALGORITAM ... P

PARTITION(A, p,r)

1 x = Alr]
« Tokom izvrSavanja procedure podniz se 2 zf =p-—1
. v . . . 3 —— t —1
deli na &etiri dela tako da svaki deo Lo ]ifA[j.’] o
zadovoljava sledece: 5 i=i+1
. ) 6 exchange A[i] with A[/]
p l J r 7 exchange A[i + 1] with A[r]
<x : > x - x 8 returni + 1

« Na pocCetku svake iteracije for petlje svaki deo i dalje zadrzava iste
osobine

» Vazi sledeca invarijantnost petlje:

— Na pocetku svake iteracije (3-6 linija), za k-ti element niza vazi
1. Akojep<k<i,ondaje A[k] < x

2. Akojei+1<k<j—1,ondaje A[k] > x

3. Akoje k =r,ondaje Alk] = x

* Elementiizmedu j i r — 1 ne zadovoljavaju ni jedan od uslova (jos) .



... QUICKSORT ALGORITAM ...

PARTITION(A, p,r)

« Dokaz invarijantnosti petlje Vs 1;4[_’”]1
. Inicijalizacija A
e . .. 5 P=i+1
— Preinicijalizacije petlie,i=p—-1ij=p exchange A[i] with A[/]

7 exchange A[i + 1] with A[r]
8 returni + 1

— Kako izmedu p i i nema nikakve vrednosti
| kako nikakva vrednost ne lezi izmedu
i+ 11j—1, prvadva uslova invarijantnosti
petlje su zadovoljena

— Dodela vrednosti u 1. liniji zadovoljava treci uslov
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... QUICKSORT ALGORITAM ...

PARTITION(A, p,r)

- Dokaz invarijantnosti petlje (nastavak) Lz 1;4[_”]1
o 1 3 forj =ptor—1
Odrzivost ] it A[j] < x
. . . . , .. 5 I =1+1
— Ako je A[j] > J_rjedlna moguca akcija je p exchange A[i] with A[/]
da se poveca j, tada drugi uslov vazi za 7 exchange A[i + 1] with A[r]
8 returni + 1

A[j — 1] i sve ostalo se ne menja

P I J r
| T T T T T
\_____V______/
<x > X
P I J r

— U zavisnosti od ispunjenosti uslova u liniji 4
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... QUICKSORT ALGORITAM ... P

PARTITION(A, p,r)

« Dokaz invarijantnosti petlje (nastavak) ; f: 1’,4 [_'"]1
. . 3 forj =ptor—1
Odrzivost (nastavak) 4 if A[j] < x
. . , . I 5 I =1+1
— Ako je A[j] < x, povecava se i, A[i] i 6 exchange A[i] with A[/]
A[j] menjaju mesto i povecava se | 7 exchange A + 1] with A[r]
8 returni + 1

r

J
<X
|

— Zbog zamene mesta, sada je A[i] < x,
te je prvi uslov zadovoljen

— Zbog zamene, sada je i A[j — 1] > x, jer elemenat koji je prebacen
u A[j — 1] na osnovu invarijantnosti petlje svakako veci od x 50



... QUICKSORT ALGORITAM L5

PARTITION(A, p,r)

. Dokaz invarijantnosti petlje (nastavak) V= ;‘[_”1
. v . 3 forj =ptor—1
Zavrsavanje 4 if A[j] < x
o 5 i=i+1
— Nakrajujej=r 6 exchange A[i] with A[]
— Svaki element niza je u jednoj od ; exchange AL/ + 1} with Al
returni + 1

3 grupe iz invarijantnosti petlje

— Niz je podeljen u tri grupe: elementi koji su maniji ili jednaki x, veci
od X, I singlton koji sadrzi samo x

» Poslednje dve linije PARTION procedure zavrSavaju tako Sto menjaju
pivot elemenat sa prvim elementom s leve strane vecim od njega

« Na taj nacin izlaz iz procedure zadovoljava specifikaciju stavljenu pred
divide korak, zapravo posle 2. koraka QUICKSORT algoritma, A[q] je
strogo manji od svih elemenata podniza A[q + 1 ...7]

* Vreme izvrSavanja PARTION procedure nad nizom A[p ...r] je O(n)
51



X
- /
(Y

QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

« Pretpostaviti da su svi elementi ulaznog niza razliCiti

« Za nizove sa dupliranim vrednostima, u praksi, postoje daleko bolji,
efikasniji algoritmi

* U najgorem slucCaju particija niza traje

T(n) = 0(n?)

- Sta bi bio najgori moguéi raspored elemenata?

« Da su sortirani u obrnutom redosledu

« Zasto je to problem?

« Jedna strana particije uvek nema elemenata

» Te se particija realizuje ili oko min ili oko maks elementa

 To znaci da se problem uvek smanjuje samo za jedan element
52



... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

(
)
(%

« Te se particija realizuje ili oko minimalnog ili oko maksimalnog
elementa

 To znaci da se problem uvek smanjuje samo za jedan element

« Kako da to dokazemo?

* Probajte metodu supstitucije

« Koja rekurentna jednacina opisuje QUICKSORT ALGORITAM?
T(n) = max (T(q) +T(n—q—1)) +06(n)

0<q=<n-1
gde je giz opsega 0in-1
 PARTITION deli problem na dva dela Cija je ukupna veliCinan -1

 Pretpostavimo T(n) < cn?, za neku konstantu ¢



... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ... P

T(n) = max (T(q) +T(n—q—1)) +06(n)

0<q=n-1

 Pretpostavimo T(n) < cn?, za neku konstantu ¢

Tm) < max (c-q*+c-(n—q—-1)*+0(n)

0<q=n-1

=c- max (g°+(n—q—-1)*)+0(n)
0<q=n-1

e g*+ (n— q— 1)% ostvaruje maksimum na krajnjim vrednostima
opsegald<qg<n-1

max (¢*°+(n—-q—-1)*)<n-1)>?=n*-2n+1
0<q=n-1

 odavde sledi
T(n) <cn®—-c(2n+1) +0(n)

2
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

« Te se particija realizuje ili oko minimalnog ili oko maksimalnog
elementa

To znaci da se problem uvek smanjuje samo za jedan element
Tm)=TO)+Tn—-1) +060(n)

=0(1)+Tn—-1) + 6(n)

=Tn—1)+0(n)

= 0(n?) (aritmeti¢ka serija)
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

« Stablo rekurzije

I(n)=1(0)+ T(n—1) + cn
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

« Stablo rekurzije

I(n)=1(0)+ T(n—1) + cn
I(n)
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

« Stablo rekurzije

I(n)=1(0)+ T(n—1) + cn

cn
YA
100) T(n—-1)
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.. QUICKSORT ALGORITAM - ANALIZA ...

« Stablo rekurzije

I(n)=1(0)+ T(n—1) + cn
cn
S
100) c(n—1)
7O
7(0) T(n-2)
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.. QUICKSORT ALGORITAM - ANALIZA ...

« Stablo rekurzije

I(n)=1(0)+ T(n—1) + cn
cn
RS
100) c(n—1)
S
1700) c(n-2)

O
oy

e(1)
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.. QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ... e

« Stablo rekurzije

I(n)=1(0)+ T(n—1) + cn

T(ofc\(n D /@)(Z’fJ e(n?)
T(O) c(n—2)
P
o

o(1)
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

« Stablo rekurzije

I(n)=1(0) + T(n—1) + cn

~ cn
ol i o Er]-et
@(1) c(n—2)
h=n P T(n) = ©(n) + O(n?)
O(1) = O(n?)
™~
O(1)
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ... 7S

* U najboljem slucaju, kada smo ekstremno srec¢ni, PARTITION deli niz
na dva jednaka dela
T(n) =2T (g) + O(n) = O(nlogn) (isto kao za merge sortiranje)

« Problem se deli na dva potproblema, veli¢ine E‘ i m — 1, ali
zaokruzivanje ignoriSemo

* Prosec€no vreme izvrSavanja QUICKSORT algoritma je blize idealnom
vremenu izvrSavanja nego najgorem

« To proizilazi iz toga Sto balansiranost niza znacajno utiCe na
rekurentnu jednacinu (tj. oslikava se u samoj jednacini)
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

- Sta ako algoritam za parcionisanje niza uvek deli niz na jednake
delove u odnosu, npr. 9 prema 1?

9 1
T(n) = T(1—0n> + T(I_On) + 0(n)
- Sta je reSenje ove rekurentne jednadine?

« Kako da ga reSimo?

« Da probamo stablo rekurzije?
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

T(n) = T(%n) +T (1—10n> + O(n)

I'(n)
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ...

lcn/cn\9
/ J/
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O(n) listova

.. QUICKSORT ALGORITAM - ANALIZA ...
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.. QUICKSORT ALGORITAM - ANALIZA ...

o(1) O(n) listova 0"\

cnlog,,n < T(n) < cnlog,,on + AAn)
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA ... P

- Cak i da postoiji situacija u kojoj u jednoj grani nemamo sreée a u
drugoj imamo, imamo sledece rekurentne jednacine

s(n) = 2N (;) +0(n)
Nn)=Sn—-1)+06(n)

 Kako to resiti?

S(n) = 2 (s (g - 1) +0 (g)) +0(n)

_ zs(g— 1) +0n)

= 0(nlogn)

« Kako da nateramo da sistem da uglavnom budemo srecni?
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... QUICKSORT ALGORITAM — ANALIZA P

« Tako §to uvedemo randomizaciju (slucajan algoritam)

» Slucajno generiSemo poziciju oko koje radimo parcionisanje niza |
problema

* Vreme izvrSavanja ne zavisi od redosleda elemenat u nizu
* Ne pravimo nikakvu pretpostavku oko distribucije ulaznih vrednosti
* Nikakav poseban ulaz ne dovodi do worst-case scenarija

 Worst-case scenario zavisi iskljuCivo od generatora slucajnih brojeva
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QUICKSORT ALGORITAM U PRAKSI

QUICKSORT algoritam je odlican opsti algoritam za sortiranje
U proseku je duplo brzi algoritam od MERGE sortiranja

Vrlo se lako moze prilagoditi konkretnom problemu, tj. vrlo je podlozan
eflkasnom code-tuning-u

Ponasa se odliCcnho Cak i sa keSiranjem i u virtualnoj memoriji
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SHELL SORTIRANJE ...

Ime dobila po svom autoru Donald-u Shell-u

Predstavlja prosirenje Insertion sortiranja (tj. bazirana je na Insertion
sortiranju)

ldeja je da se smanji broj pomeranja koji nastaje u Insertion sortiranju
kada je potrebno element sa malom vrednoScu pomeriti sa mesta pri
kraju niza (gde se nalazi) na mesto pri poCetku niza

Algoritam koristi Insertion sortiranje, ali na Siroko razmaknutim
elementima

Zatim se taj razmak (engl. gap) umanjuje i sortiraju se manje
razmaknuti elementi

Razmak na osnovu kojeg se vrsi sortiranje predstavlja interval
sortiranja
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... SHELL SORTIRANJE ...

Odredivanje intervala u Shell sortiranju nije uopste trivijalan problem

Svaki interval koji ukljuCuje u sebe razmak od 1 ¢e na kraju dati taCan
rezultat

Ako interval sadrzi premalo razmaka, to ¢e usporiti prolaze

Ako interval sadrzi previSe razmaka, doci ¢e do prezasicenja (engl.
overhead) — previSe bespotrebnih prolaza koji ne rade nista

Originalni Selov rad je predloZio da se razmaci odreduju polovljenjem
ukupnog broja elemenata niza (N):

5
2k
gde Ce interval sadrzati vrednosti: E‘ E‘ {%‘ ooy ]

Pored Selovog predloga postoje i drugi ...
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... SHELL SORTIRANJE ...

« Jedan primer raCunanja intervala je po Knutovoj formuli (D. Knuth):
3k —1

I . 7 N
2 ,ali da nije veCe od [3‘
« Sto se svodi na sledecu formulu:
h=h-3+ 1, gdejeinicijalno h =0

* Interval se odreduje sledeCim algoritmom:

ShellSortInterval(A)
1: while interval < A.length/3

2: interval = interval *3 + 1

3: return interval

 Tako da su vrednosti intervala: 1, 4, 13, 40, 121, 364, ...
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... SHELL SORTIRANJE ...

« Sedgewick je predlozio sledecu formulu:
4k +3.2k1 41
pri Cemu niz razmaka zapocinje sa 1.

« Tako da se dobija sledeci niz razmaka: 1, 8, 23, 77, 281, ...

» Pratt je predlozio sledecu formulu:
2P . 34
« Tako da se dobija sledecCi nizrazmaka: 1, 2, 3,4,6, 8,9, 12, ...

* Moguce je uzeti i empirijske vrednosti: 1, 4, 10, 23, 57, 132, 301, 701
* lzbor razmaka utiCe i na kompleksnost samog algoritma
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... SHELL SORTIRANJE ...

U zavisnosti od izbora intervala zavisi i ukupan broj prolaza kroz niz

U sustini sortiranje se vrsi u malim nizovima kako bi se broj pomeranja
kada se dode do razmaka 1 minimizovao i sveo samo na 1 korak

Pretpostaviti da imamo niz od 8 elemenata:
(al; az, a3, a4, Qas,Qq, A7, a8>

Ako se primeni originalna Selova metoda za radunanje razmaka, %‘
upotrebice se razmaci: 4, 2, 1

U prvom prolazu Ce se Inserion sortiranje primeniti nad nizovima:
(aq,as), (az, aq), (az, a), (a4, ag),

sto Ce rezultovati nizom:

(aaq,aa,,aa;,aa,, aas, aag, aa-, adg)
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... SHELL SORTIRANJE ...

Na kraju 1. prolazi imamo niz: {(aa4, aa,, aas, aa,, aas, aag, aa-, aag)
U drugom prolazu Ce se Inserion sortiranje primeniti nad nizovima:
(aaq,aa3,aas, aay), (aa,, aa,, aag, aag),

sto Ce rezultovati nizom:

(aaaq, aaa,,aaas, aaa,, aaas, aaag, aaa-,, aadg)

U treéem prolazu Ce se Insertion sortiranje primeniti nad celim nizom:
(aaaq, aaa,, aaas, aaa,, aaas, aaag, aada,, aaddg)

Ako se primeni empirijski pristup u odredivanju intervala, niz razmaka
po kome Ce se racunati je: 1, 4, Sto znaci da Ce i broj prolaza biti maniji
ali Ce se vise pojedinacnih zamena desiti na potencijalno vecem
razmaku
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... SHELL SORTIRANJE ...

« Ako se primeni empirijski pristup u odredivanju intervala, niz razmaka
po kome Ce se racunatije: 1, 4

« U prvom prolazu Ce se Inserion sortiranje primeniti nad nizovima:
(ag,as), (az, ag), (az, az), (a,,ag),
sto Ce rezultovati nizom:
(aaq,aa,,aa;,aa,, aas, aag, aa-, adg)

« U drugom prolazu Ce se Inserion sortiranje primeniti nad celim nizom:
(aaq,aa,,aa;,aa,, aas, aag, aa-, adg)

« Broj prolaza Ce biti maniji ali Ce se viSe pojedinacnih zamena desiti na
potencijalno vecem razmaku
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... SHELL SORTIRANJE ...

« Shell primer nad istim nizom kao u primeru za Insertion sortiranje:
[524613]
« Primenjujemo originalni Selov pristup za radunanje razmaka
« Kako niz ima 6 elemenata, dobijamo 2 razmaka: 11 3
« U prvom prolazu sortiramo nizove:
[56],[21]i[4 3]
« Sto rezultuje sledeéim nizovima:
[56], [12]i[34]
* Odnosno nizom:
[513624]

* Vizuelno Citav proces ima sledeci izgled...
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... SHELL SORTIRANJE ...

* Vizuelno Citav proces ima sledeci izgled:

5 2 4 6 1 3

524613

5 6 Ne dolazi do zamene

7 — 1 Dolazi do zamene

.<—>. Dolazi do zamene

51 36 2 4
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... SHELL SORTIRANJE ...

U drugom prolazu radi se klasi¢no Insertion sortiranja (jer je korak 1)
nad nizom koji je rezultat prvog prolaza:

[513624]
" i sleded ixgied. 5136 2 4
51 3 6 2 4
J
1 5§36 2 4
J
13 56 2 4
NI
12 3 5 6 4
I
12 3 4 35 6
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... SHELL SORTIRANJE ...

» Ako se pogleda originalno Insertion sortiranje nad datim ulazom

51 3 6 2 4 52 4613
5/13624 5/24613
1 53 6 2 4 25/4613
J

135624 245613
1 2 3 56 4 12 456 3

VA Y VA A Y4
1 2 3 456 1 2 3 456

| nije se dobilo puno, jer je broj pomeranja ostao isti (ako se kod Shell
sortiranja uzmu u obzir | prva dva pomeranja u prvom prolazu)

Razlog za to?
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... SHELL SORTIRANJE ...

Unapredenje Shell algoritma za sortiranje se ne vidi na malim ulazima
Osmisljeno je da pomogne kod velikih ulaza

Za niz iz primera Knutova formula bi dovela do intervala od samo
jednog razmaka, 1 (kao i kod mnogih drugih nacina raCunanja
razmaka)

Ovaj algoritam je najefikasniji za ulaze srednje veli€ine

Kompleksnost moze i¢i od 0(n) u najboljem slu¢aju do ©(n?) u
najgorem slucCaju

Kompleksnost sa Knutovom formulom za odredivanje razmaka je
3

@(ni)

Kompleksnost sa Sedvikovom formulom za odredivanje razmaka je
4

@(ni)
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... SHELL SORTIRANJE ...

» Shell algoritma ima sledeci oblik:

SHELLSORT(A)
1: interval = CREATESHELLSORTINTERVAL(A)

2: while interval > 0

3: for [ = interval to A.length—1

4: key = A[i + 1]

5: j=i+1

6: while j > interval and A[j — interval] > key
7: Alj] = A|j — interval]

8: Jj =j — interval

9: Alj] = key

10: interval = REDUCESHELLSORTINTERVAL (interval)
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... SHELL SORTIRANJE ...

SHELLSORT(A)

« Osnova Shell algoritma ostaje ista
bez obzira kako se racuna interval
Zbog Ceg_a Je u prlmerl_'l to for i = interval to A.length—1
predstavljeno kao poziv key = Afi +1]

1: interval = CREATESHELLSORTINTERVAL(A)
2
3
4:
odgovarajucih podalgoritma ‘. j=i+1
6
7
8
9

: while interval >0

while j > interval and A[j — interval] > key

« Kako bi ti podalgoritmi izgledali za o
A[j] = A[j — interval]

sluCaj kada se interval raCuna prema

j =j—interval

Knutovoj formuli prikazano je

] ) : A[j] = key
sledec¢im podalgoritmima: 16:  interval = REDUCESHELLSORTINTERVAL (interval)
CREATESHELLSORTINTERVAL(A) REDUCESHELLSORTINTERVAL(interval)
1: while interval < A.length/3 1: return (interval—1)/3
2: interval = interval * 3 + 1

3: return interval

87



... SHELL SORTIRANJE

« Shell algoritam kreée od najveceg SHELLSORT(A)
razmaka u datom intervalu i postepeno
ga smanjuje sve dok njegova vrednost

1: interval = CREATESHELLSORTINTERVAL(A)

2: while interval >0

: . 3: for i = interval to A.length—1
ne padne ispod nule (posledn;ji prolaz N key = Al + 1]
Ce biti za razmak 1) ‘. i=it1

. . . : while j > i l d A[j —1i l k
- Za svaki razmak se prolazi kroz ceo niz i ite J > interval and Al = intervatl > key
. . 7: A[j] = A[j — interval]
u pravcu kraja niza (desno od datog .. =i~ imterval
elementa) o Alj] = key
10: interval = REDUCESHELLSORTINTERVAL (interval)

« U svakom trenutku se trenutna vrednost
(aktivnog) elementa niza poredi sa
vrednostima elemenata niza koji se
nalaze levo od aktivhog elementa i koji
su udaljeni od njega n - razmak
(interval u algoritmu)

CREATESHELLSORTINTERVAL(A)
1: while interval < A.length/3
2: interval = interval * 3+ 1

3: return interval

* Vrednost trenutno aktivnog elementa niza  REDUCESHELLSORTINTERVAL (interval)
se pomera ulevo sve dok je ta vrednost 1: return (interval—1)/3

manja od svih ostalih elemenata niza
88
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TIM SORT ... 5

Hibridni algoritam
Stabilan algoritam (odrzava pozicije istih vrednosti)
Dizajniran da radi dobro za realne probleme koji se Cesto srecu

Implementirao ga je Tim Peters 2001. godine za potrebe Python
programskog jezika na osnovu rada Peter Mcllroy-a ,,Optimistic Sorting
and Information Complexity” iz 1993. godine

Koristi se kao primarni algoritam za sortiranje u Pajtonu (od verzije
2.3), ali | za sortiranje neprimitivnih tipova u Java SE 7, na Androidu,
GNU Octave, Swift-u i Rust-u

Algoritam je adaptivne prirode
Kombinuje Insertion i Merge sortiranje

Kompleksnost mu je u najgorem slucaju O(nlogn),
dok je u najboljem 0(n)
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S
... TIM SORT ... bE

« Osnova Tim sortiranja je Merge sortiranje koje je samo po sebi vec
dovoljno optimizovano za sortiranje poredenjem

« Kako je osnova Merge sortiranja procedura spajanja dva vec sortirana
podniza, postavlja se pitanje kako se Merge sortiranje moze unaprediti
u realnim situacijama?
— Ubrzavanjem samog spajanja?
— Smanjivanjem ukupnog broj spajanja?

— lzbegavanjem Merge sortiranja u situacijama kada postoji bolji
algoritam za sortiranje?

e U sustini, sve tri stvari

— Zbog rekurzivne implementacije, lako se prebaciti na drugi
algoritam za sortiranje (kada su nizovi male duzine ima smisla
izbeCi Merge sortiranje, npr. Insertion sortiranjem)

92



Lo
... TIM SORT ... bE

Timsort je dizajniran da koristi prednosti parcijalnog redosleda koji vec¢
postoji u vecini podataka iz realnog sveta

Algoritam prvo analizira podataka (iterativno se krece kroz ulazni niz),
pri Cemu trazi prirodno sortirane prolaze (natural runs), podnizove od
najmanje dva elementa

Prolazi su ili neopadajuci (svaki element je jednak ili veci od
prethodnog) ili striktno opadajuci (svaki element je manji od
prethodnog)

Opadajuci prolaz mora biti strogo opadajuci, kako bi se kasnije elem.
obrnuli jednostavnim zamenama sa oba kraja konvergirajuci u sredini

Ovaj metod je stabilan ako se elementi prezentuju u striktno
opadaju¢em redosledu

Posle obavljanja ovakvog prolaza u datom nizu, Timsort ga prihvata i
procesuira, i onda trazi sledeci prolaz
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... TIM SORT ... P
« Prirodni prolazi su sasvim uobiCajeni u realnim podacima, ali mogu biti
razliCitih duzina
» Koja Ce se tehnika sortiranja primeniti zavisi od veliCine prolaza (za

prolaze malih duzina koristi se insertion sortiranje), zato je adaptivan

» Veli€ina prolaza se poredi sa minimumom veli€ine prolaza (miniprolaz)
koja u sustini zavisi od duzine samog niza

« Miniprolaz se bira tako da broj poziva funkcija ograni€i na neki
razuman broj

« Za niz koji ima manje od 64 elementa, miniprolaz je veliCine niza,
redukujuci timsort na sortiranje umetanjem

« Za vece nizove, miniprolaz se bira u rangu izmedu 32 i 64 elementa,
tako da je veliCina niza, podeljena miniprolazom, jednaka ili malo
manja od stepena dvojke



... TIM SORT ... &2

Veli€ina niza u stepenu dvojke se bira zato Sto je merge algoritam
najefikasniji kada su podnizovi veliCine stepena dvojke ili malo maniji,
dok je manje efikasan za veliCine koje su malo vece od stepena dvojke

VeliCina podniza se odreduje tako Sto se uzima 6 najznacajnijih bitova
broja koji predstavlja veliCinu niza, dodaje jedan ako je bilo koji od
preostalih bitova postavljen, I koristi taj rezultat kao miniprolaz

Na ovaj nacin algoritam radi i kad je veliina niz 64 ili manja (u kom
slu€aju se za miniprolaz uzima duzinu niza)
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... TIM SORT ... P
» Kod slucajnih nizova (sa prirodnim podacima), prolazi ¢e verovatno
iImati manje elemenata od miniprolaza

« Odreden broj uspesnih elemenata se bira, i sortiranje umetanjem
povecava veliCina prolaza do miniprolaza, tako da vecina prolaza u
sluCajnom nizu, ili postanu, ili su u veliCini miniprolaza

* Rezultat su efikasna, balansirana spajanja

« To dovodi do razumnog broja poziva funkcija pri implementaciji
algoritma

« Kada su duzine prolaza optimizovane, prolazi se spajaju

« Kada je prolaz pronaden, algoritam gura njegovu baznu adresu i
duzinu na stek
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... TIM SORT ... 5

Paralelno sa potragom za prolazom, algoritam spaja susedne prolaze
primenom Merge sortiranja

Prilikom spajanja algoritam je podesSen da se vodi racuna o stabilnosti i
balansiranosti procesa spajanja

Da bi se odrzala stabilnost, algoritam spaja samo uzastopne prolaze
Gledaju se tri najviSa prolaza na steku koji su nesortirani

Ako, na primer, X, Y, Z, predstavljaju duzine tri najvisa prolaza na
steku, algoritam spaja prolaze tako da sledeca dva pravila
zadovoljena: |Z| > |Y| + | X]| i1 |Y]| > |X]

Ako pravila nisu zadovoljena, Y se spajasamanjimod X 1 Z, |
ISpunjenost pravila se ponovo testira

Spajanje se nastavlja dok oba pravila nisu ispunjena

Tada algoritam odreduje sledeci prolaz
97



... TIM SORT ... 5

Prethodna pravila su napravljena sa ciljem odrzavanja veliCine prolaza
sto je moguce blize jedna drugoj da bi se balansirala spajanja

Samo mali broj prolaza se pamti, posto je stek specificne veliine
Algoritam koristi sveze pojave prolaza za spajanje u kes memoriji

Kompromis se postize tako Sto se odlaze spajanje, a koristi sveze
pojavljivanje u kes memoriji

Sam algoritam odluCivanja kada da se desi spajanje je relativho
jednostavan

Kada se dode do kraja podataka, algoritam spaja uzastopna dva
prolaza na vrhu steka sve dok ne ostane samo jedan prolaz, koji je
zapravo sortirani niz

98



... TIM SORT ... 5

« Spajanje se ne realizuje bukvalno u mestu (in-place), vec skoro
(almost in-place), tj. pomoc¢u privremene memorije (originalno spajanje
u mestu ima prevelik overhead)

* VeliCina privremene memorija odgovara veliCini manjeg od dva prolaza

« Algoritam kopira manji od dva prolaza u privremenu memoriju i koristi
originalnu memoriju i memoriju drugog prolaza da smesti sortirani
rezultat

« Jednostavni algoritam sortiranja radi sa leva na desno, ili sa desna na
levo, u zavisnosti koji je prolaz manji, na privremenoj i originalnoj
memoriji veceg prolaza

* Krajnji sortirani prolaz se smesta u originalnu memoriju dva inicijalna
prolaza

« Timsort trazi odgovarajuce pozicije za pocetni element jednog niza u
drugom koristeCi adaptaciju binarne pretrage



Na primer, dva prolaza A i B trebaju biti spojeni, a 4 je maniji prolaz

U ovom slu€aju binarna pretraga gleda u 4 da nade prvi element a’
veci od prvog elementa u B

A | B vec sortirani individualno

Kada je a’ je pronaden, algoritam moze ignorisati elemente pre te
pozicije dok ubacuje elementu B

Sliéno, algoritam takode trazi najmaniji element b’ u B koji je veéi od
poslednjeg (najvecCeg) elementa u 4

Elementi posle b’ mogu takode biti ignorisani pri spajanju

Ova preliminarna pretraga nije efikasna za visok stepen nasumicnosti
podataka, ali je efikasna za druge situacija, pa je prema tome,
ukljuCena

Lo
S

... TIM SORT ... 2,
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... TIM SORT ...

419 |21]|23| .. temporary

4 5|7 12113141517 ...... X /—\ Y

4 (5|7 9 |12|13 (14| 15|25 ..
9 |21(23| .. temporary
temporary 21|23 ..
X l’ Y
457 |9([12(13]|14]|15 25|
temporary 21|23 ..
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... TIM SORT ... 5

Prilikom individualnog spajanja broji se koliko uzastopnih elemenata je
odabrano iz istog prolaza

Kada ova vrednost dostigne odredeni prag, MIN_GALOP, spajanje se
prebacuje u ,galopirajuci mod” kako bi se iskoristilo na prolazu unutar
jednog podniza

U ovom modu se koristi adaptacija binarne pretrage, da se utvrdi gde
prvi element manjeg niza treba biti smesten u ve¢em nizu (i suprotno)

U galopiraju¢em modu, algoritam trazi prvi element jednog niza u
drugom

Ovo se radi poredenjem prvog elementa (inicijalnog elementa) sa
2% — 1-ti elementom drugog prolaza (prvim, tre¢im i tako dalje), tako da
se dobije rang elemenata izmedu kojih ¢e inicijalni element biti

Ovo suzava rang binarne pretrage, prema tome povecava efikasnost
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» Galopiranje se pokazalo efikasnijim u svim sluCajevima osim u
sluCajevima specificno dugih prolaza

« NasumicCni podaci obicno imaju krace prolaze

« U sluCajevima kada se galopiranje pokazuje manje efikasno od binarne
pretrage, izlazi se iz galopirajuceg moda

» Galopiranje je korisno jedino kada pocetni element prolaza nije medu
prvih 7 elemenata drugog prolaza — ovo implicira MIN_GALOP od 7

» Da bi se izbegla zadrzavanja galopirajuceg moda, merge funkcija
podeSava vrednost min_galopa

* Ako je element iz niza koji trenutno vraca elemente, min_galop se
smanjuje za jedan

* InacCe, vrednost se povecava za jedan, pa smanjuje verovatnocu
prelaska u galopiraju¢i mod

« Kada se ovo uradi, u slu€aju nasumicnih podataka, vrednost

min_galopa se povacava toliko da se nikad ne ulazi u galopiraju¢i mod
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... TIM SORT P

« Kompleksnost:

— Algoritam sortiranja baziran na poredenju ne moze biti brzi od
O(nlogn)

— Na realnim podacima, timsort Cesto zahteva mnogo manje od
O(nlogn), ide do O(n), jer koristi Cinjenicu da su podskupovi
skupa vec sortirani

— U slucaju da su podaci potpuno obrnuti u odnosu na smer
sortiranja, timsort se priblizava teoretskom limitu ®(nlogn)
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BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ...

(
)
(%

Svi algoritmi za sortiranje do sada su funkcionisali na bazi tehnike
poredenja vrednosti

— Koristili su poredenje da odrede relativno uredenje elemenata

— Insertion sortiranje, marge sortiranje, heapsort sortiranje, quicksort
sortiranje, shell sortiranje, tim sortiranje

Ovakvi algoritmi se zovu algoritmi za sortiranje na bazi poredenja
(comparison sort)

Najbolje vreme koje moze da se oCekuje za worst-case situaciju kod
sortiranja na bazi poredenja (comparison sort) je O(nlogn)

Postavlja se pitanje, da li moze bolje?
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ... PeY

Kod algoritama za sortiranje na bazi poredenja niz (a4, a,, ..., a,;) od n
brojeva, odluka o prerasporedivanje elemenata a; i a; u nizu se donosi

na osnovu sledecih kombinacija a; < a;, a; < a;, a; = a;, a; = a;,
a; > a]-

Ako pretpostavimo da se svi elementi niza razlikuju, gubimo potrebu za
poredenjem tipa a; = a;

Takode, sva preostala poredenja su medusobno ekvivalentna, i
dovoljno je uraditi samo jedno od njih, npr. a; < a;, da bi se saznao
odnos izmedu dva elementa

Sortiranje na bazi poredenja moze se apstraktno predstaviti u obliku
stabla odluCivanja

Stablo odlucivanja je kompletno binarno stablo i simulira kakva ce biti
performansa algoritma za sortiranje kada se donese odluka na osnovu
poredenja
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ... re

D

Svaki ¢vor u stablu je oznaCen sai:j zaneku i ij vrednost iz opsega
1 <1i,j<n,qgdejen brojelemenata niza

Leva strana stabla predstavlja dodatna poredenja ako je a; < q;

Desna strana stabla predstavlja dodatna poredenja ako je a; = a;

|zvrSavanje algoritma se posle svodi na obilazak stabla do listova

Svaki list predstavlja neku od permutacija inicijalnog niza

(m(1),®(2), ..., t(n))

Kada se stigne do lista stabla, dobija se neka permutacija niza i
uspostavlja se uredenje a1y < Ar2) < - < Arm)
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ...

Sortirati niz

(Cll, a,, ..., an)
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ...

Sortirati niz

(Cll, a,, ..., an)

Primer

(9,4, 6)
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ...

Sortirati niz

(Cll, a,, ..., an)

Primer

(9,4, 6)
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ...

Sortirati niz

(Cll, a,, ..., an)

Primer

(9,4, 6)
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Sortirati niz

(Cll, a,, ..., an)

Primer

(9,4, 6)
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ... .23

« Stablo odlucivanja moze da modeluje izvrSavanje bilo kog algoritma za
sortiranje na bazi poredenja

— Jedno stablo za svaki ulaz veli¢ine n

— Posmatramo algoritam kako se deli svaki put kada poredimo dva
elementa

— Stablo sadrzi u sebi sva moguca poredenja koja mogu da se jave
tokom poredenja

— Vreme izvrSavanja algoritma jednaka je duzini putanje duz stabla

— worste-case je jednak visini stabla
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA ... .E?

 Teorema

Bilo koji algoritam za sortiranje na bazi poredenja zahteva Q(nlogn) u
worste-case scenariju

« Dokaz

— Stablo mora da koristi n! listova, posto postoji n! mogucih
permutacija

— Binarno stablo veli¢ine h ima manje od < 2" listova
— Dakle n! < 2"
h = log(n!)
nn .- : .
> 10g((e) ) Stirlingova aproksimacija:

n\" 1
=mn-logn—n-loge n! = Znn(—) <1+@(—)>
e n

= Q(nlogn)
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... BRZINA SORTIRANJA NA BAZI POREDENJA

» Posledica
Heapsort | Quicksort su asimptotski optimalni algoritmi za sortiranje na
bazi poredenja

 Dokaz
— worste-case vreme za oba algoritma je O(nlogn)

— 8to odgovara najnizoj donjoj granici od Q(nlogn) za worste-case
vreme
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COUNTING SORT ...

&f“\{\‘
Vv

 Nema poredenja medu elementima

 Podrazumeva da je ulaz niz celih brojeva u opsegu 0 do k, gde je k
neki ceo broj

« Counting algoritam za sortiranje za svaki element x odreduje koliko
Ima elemenata manjih od x

* | onda smesta x tacno na njegovu odgovarajucu poziciju (indeks)
— Ako ima 10 elemenata manjih od x, onda njega treba smestiti na 11
poziciju
— Algoritam se mora modifikovati ako postoje iste vrednosti u nizu

* Pretpostavka:

— Ulaz je niz A[1..n],gde je n = A.length
— Potrebna su jos dva niza: B[1 ... n] koji sadrzi sortirani izlaz i

— Niz C[0 ... k] koji predstavlja privremeno skladiste podataka
119



... COUNTING SORT ...

COUNTING-SORT(A, B, k)

I let C[O..k] beanew array

2 fori =0tok

3 Cli] =0

4 for j = 1to A.length

5 ClA[j]l = ClA[j 1 +1

6 // C][i] now contains the number of elements equal to i.

7 fori =2tok

8 Cli] =Cli|+C[i —1]

9 // C[i] now contains the number of elements less than or equal to 7.

10 for j = A.length downto 1
1 BIC[A[j]]] = A[/]
12 ClA[jl] = cl4[j]] -1
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... COUNTING SORT ...

Prvo se inicijalizuje niz C  CountiNG-SorT(A. B.k)

sve naO é

. . 3
Zatim se pristupa svakom 4
elementu niza i ako je )
njegova vrednost i, 7
inkrementiramo vrednost g

Cli]

p—
(-}

11
Posle 5.0g koraka sadrzi  "*
koliko elemenata i

imaunizAfi]

let C[0.. k] be a new array
fori =0tok
Cli] =0
for j = 1to A.length
ClA[/Tl = ClA[j]T + 1
// C[i] now contains the number of elements equal to 7.
fori =2tok
Cli] = Cli]+ C[i —1]

// Cli] now contains the number of elements less than or equal to i.

for j = A.length downto 1
B[C[A[j]l = A[j]
CIA[j]l = ClA[j]] -1

Na linijjama 7-8 se odreduje tacno koliko ima elemenata manijih ili

jednakih i, za svakoi=0, 1, ...

elementai)

Linije 10-12 postavljaju svaki element na njegovo odgovarajuce mesto .

, k (sumiranjem svih vrednosti do
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... COUNTING SORT ...

Linije 10-12 postavljaju COUNTING-SORT(4, B, k)
. . 1 let C[0..k]be anew array
svaki elerpe’nt nanjegovo  , . 0ok
odgovarajuce mesto 3 Cli]=0
4 for j = 1to A.length
: 5 ClA[j]] = C[A[j]] + 1
Ako su svih n elemenata 6 // C|[i] now contains the number of elements equal to 7.
cvgs . . 7 fori =2tok
razlicitih, pnda_Jg CI[A[J]] « Clil = Cli] 4 Cli — 1]
Odgova raJUéa | flna|na 9 // C[i] now contains the number of elements less than or equal to i.
10 for j = A.length downto 1

pozicija elementa A[ ] ] 0

12
Posto moze biti i duplikata,

BICTA[j]I] = Al/]
ClA[j]] = ClA[]] -1

vrednost C[ A[ ] ] ] se dekrementira svaki put kada u niz B smestimo

element A[ ) ]

Smanjivanje C[ A[ j ] ] dovodi do toga da sledece element u nizu A koji
Ima istu vrednost kao A[ | ], ako postoji, ide na poziciju u izlaznom nizu

neposredno ispred A[ j |
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... COUNTING SORT ...

* Primer
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... COUNTING SORT ...

* Primer — prva petlja

1 2 3 4 5 1 2 3 4
A 14113143 C:107101071]0
fori = Otok

Cli] = 0

124



... COUNTING SORT ...

* Primer — druga petlja

for j = 1to A.length
ClAlj]l = ClA[j]1 + 1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — druga petlja

for j = 1to A.length
ClAlj]l = ClA[j]1 + 1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — druga petlja

for j = 1to A.length
ClAlj]l = ClA[j]1 + 1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — druga petlja

for j = 1to A.length
ClAlj]l = ClA[j]1 + 1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — druga petlja

for j = 1to A.length
ClAlj]l = ClA[j]1 + 1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — trecCa petlja

fori = 2tok
Cli|=Cli|+ Cli —1]
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... COUNTING SORT ...

* Primer — trecCa petlja

fori = 2tok
Cli|=Cli|+ Cli —1]
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... COUNTING SORT ...

* Primer — trecCa petlja

fori = 2tok
Cli|=Cli|+ Cli —1]
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... COUNTING SORT ...

* Primer — Cetvrta petlja

for j = A.length downto 1
BIC[A[j]]l = Al/]
ClAlj]l = ClAlj]] -1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — Cetvrta petlja

for j = A.length downto 1
BIC[A[j]]l = Al/]
ClAlj]l = ClAlj]] -1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — Cetvrta petlja

12 4 5 12 3 4
A 14 (1|3 14]3 c:{1 11124
B 313 - c.1 11 |1]4

for j = A.length downto 1
BIC[A[j]]l = Al/]
ClAlj]l = ClAlj]] -1
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... COUNTING SORT ...

* Primer — Cetvrta petlja

I 2 3 4 5 12 3 4
A: 14|11 (3143 c:i 1|1 ]1/|4
B:1 1133 - cC 1011 [1]4

for j = A.length downto 1
BIC[A[j]]l = Al/]
ClAlj]l = ClAlj]] -1
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... COUNTING SORT

* Primer — Cetvrta petlja

for j = A.length downto 1
BIC[A[j]]l = Al/]
ClAlj]l = ClAlj]] -1
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COUNTING SORT ANALIZA ... P

« Kolika je kompleksnost counting sort algoritma?

» lzvrSavanje svake petlje iznosi 0(x), gde je x broj izvrSavanja petlje

COUNTING-SORT(A4, B, k)

|
2
3
)
5
6
7

ok) — |

9
10

O(n) 1

12

let C[0..k] be a new array
fori =0tok
Cli]=0
for j = 1to A.length
ClA[j]l = ClA[j]1 +1
// C[i] now contains the number of elements equal to .
fori =2 tok
Cli] =Cli]+ C[i —1]
// C|i] now contains the number of elements less than or equal to i.
for j = A.length downto 1
B[C[A[j]]] = Al/]
ClAlj]l = ClA[j]1 -1

138



... COUNTING SORT - ANALIZA

» Obi¢no se Counting sort koristi kada je k = 0(n), tako da je vreme
izvr§avanja algoritma 0(n)

« Ali zar nije najbolje vreme izvrSavanja algoritma za sortiranje
Q(nlogn)?

 Da, za algoritme koji koriste poredenje
« Gde je ovde poredenje?

« Nema ga!
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COUNTING SORT - STABILNOST

* Vrlo vazna osobina Counting sort algoritma je stabilnost

* Brojevi sa istom vrednoScu se u izlaznom nizu pojavljuju u istom
redosledu kao i u ulaznom

* Njegov osobina je vazna za sledecu vrstu algoritma sortiranja: Radix
sort
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RADIX SORT... 5

KoriS¢en od strane Herman Holeritovih masina za sortiranje busenih
kartica tokom popisa u USA 1890. (masSine se mogu danas nac¢i samo
U muzejima)

Kartice su imale 80 kolona po 12 mogucih mesta za udaranje rupice

|deja je bila da se za svaku karticu prouci odgovarajuca kolona i da se
na osnovu toga gde je udarene rupica, kartica sortira u jednu od 12
predefinisanih grupa

Sortiranje je radilo cifru po cifru, poCev od cifre na najznacCajnijem
mestu

— Kartice sa rupom na prvom mestu su na vrhu, pa zatim sve kartice
sa rupicom na drugom mestu

Za decimalne brojeve gleda se samo 10 kolona, preostale 2 se koriste
za nenumericke vrednost
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... RADIX SORT... 5

Intuitivno je da se krene sa sortiranjem preko cifre na najvisSoj poziciji,
pa da se posle sortira po svakoj od preostalih cifara

Na Zalost, poSto dok se sortira jedna grupa po jednoj cifri, ak 9 grupa
ostaje ne iskoris¢eno

Ova procedura onda koristi jako puno medu-grupa o kojima treba voditi
racuna

Radix sort reSava problem sortiranja, tako Sto, kontra-intuitivho, krecCe
sortiranje od najnize cifre, pa onda spaja grupu 0, sa grupom 1, i svim
preostalim u jednu grupu

Postupak se nastavlja dok se ne sortira po svim ciframa
Tako da je potrebno d prolaza kroz ceo niz kartica, gde je d broj cifara

Da bi Radix algoritam radio potrebno je da algoritam za sortiranje po
cifri bude stabilan
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... RADIX SORT...

329
457
657
839
436
720
355

« Primer na grupi od 7 brojeva sa 3 cifre

720
355
436
457
657
329
839

720
329
436
839
355
457
657

329
355
436
457
657
720
339

X N
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... RADIX SORT...

« Kako algoritam radi

— Pretpostaviti da su brojevi sortirani
po t — 1 cifara na nizim pozicijama

— Sortirati po cifri t

720
329
436
339
355
457
657

329
355
436
457
657
720
3839
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... RADIX SORT...

« Kako algoritam radi

— Pretpostaviti da su brojevi sortirani 720 3290
po t — 1 cifara na nizim pozicijama

o 329 355

— Sortirati po cifri t
« Dva broja koji se razlikuju 436 436
po cifri t ¢e se pravilno 390 457
sortirati 355 657
457 720
657 839
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... RADIX SORT...

« Kako algoritam radi

— Pretpostaviti da su brojevi sortirani
po t — 1 cifara na nizim pozicijama

— Sortirati po cifri t

« Dva broja koji se razlikuju
po cifri t Ce se pravilno
sortirati

« Dva broja koja su jednaka
u cifri t Ce se smestiti u
odgovaraju¢em redosledu
(kao u ulaznom nizu), jer
stabilni algoritam odrzava
taj redosled

720 329
329 355
436—>436
8339 457
355 657
457 720
657 839

N
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... RADIX SORT... Py

« Sustinski se Radix sort algoritam onda moze svesti na sledece

RADIX-SORT(A, d)

1 fori = 1tod
2 use a stable sort to sort array A on digit i

* n brojeva sa d brojem cifara koje mogu imati do k mogucih vrednosti,
Radix sortiranje tacno sortira ove brojeve za 0(d(n + k)) vremena

— Dokaz ovoga zavisi od stabilnog sortiranja koje se koristi kao
pomocni algoritam

— Ako su cifre u rasponu od 0 do k — 1, i ako k nije suvise veliko,
onda je Counting sort algoritam pravi izbor

— Svaki prolaz kroz n brojeva od d-cifara traje 0(n + k)
— d prolaza onda traje ©(d(n + k))
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Kada je d konstantno i kada je k = O(n) Radix sortiranje se izvrSava u

linearnom vremenu

Postoji odredena fleksibilnost u tome kako podeliti brojeve po kojima
se sortira u cifre

Ako je stabilni algoritam za sortiranja Counting sort

| neka se sortira n brojeva predstavljenih sa b bita

Svaki broj se moze predstaviti kao da ima b/r cifara u bazi 2"

Svaka cifra je zapravo ceo broj u rasponu 0 do 2" — 1

U tom slu€aju Counting sort traje: k = 2" — 1

Na primer, 32-bitni broj se moze posmatrati kao broj od Cetiri cifre, gde je
svaka cifra veliine 8 bita

Ondajeb=32,T=8,k=2’”—1=255id=§

Svaki prolaz Counting sort algoritma traje: O(n + k) = 0(n + 2"), ako ima
d prolaza, onda je ukupno vreme O(d(n + 2")) = @((g) (n+2"))

=4

EE
~

... RADIX SORT... Pe

150



S
P o

... RADIX SORT... 5

« Ako Radix sort sortira ulazni niz zaT(n,b) = 0 ((g) (n + 27)), koliko
prolaza treba da bude, pa da sortiranje bude u linearnom vremenu?

» QOdigledno treba izabrati r tako da T(n, b) bude minimalno:

Ako povec¢amo r, to znacCi manji broj prolaza, ali r > logn, vreme sortiranja
raste eksponencijalno

Ne Zelimo da 2" > n, ali moZzemo birati asimptotski dovoljno veliko r , tako
da i dalje zadovoljava da nije ispunjeno 2" > n

Tako da, ako je b < |logn]|, tada je za svako r < b:

<b> MmM+2")=n+2")=0m)

r
Optimalan slu€aj je naravno situacija kada je r = b, jer je tada

(g) (n+25) = (n+2%) = 0 (m)
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... RADIX SORT... P

« Ako Radix sort sortira ulazni nizzaT(n,b) = 0 ((g) (n+ 2’")), Sta ako
je b > |logn|?

« Optimalno je izabrati da je r = |logn|, jer daje nabolje vreme u
konstantom faktoru

— Ako je r = |logn], onda je © ((g) (n+ zr)) = @)( bn )

logn

— OCcigledno je da, ako r raste preko |logn|, 2" raste daleko brze

_ _ _ . . : bn
nego r i onda je vreme izvrSavanja algoritma Q (log n)

— Ako nasuprot tome, r ide ispod [logn|, ondag raste i n 4+ 2" ostaje
oko O(n)
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... RADIX SORT 5

« Dali ima smisla koristiti Radix sort algoritam?
« Da kada je ulaz veliki i kada je jednostavan za kodiranje i odrzavanje
* Na primer (za 32-bitne brojeve)

— Radix ostvaruje najvise 3 prolaza na ulazu 2 2000 brojeva

— Merge sort i quick sort odrade minimum [log2000] = 11 prolaza

« Mana mu je Sto za razliku od quick sortiranja malo koristi lokalne
reference, te ne zavisi puno od hardvera, tj. quick sort algoritam se
moze podesiti za konkretnu hardversku implementaciju (radi daleko
bolje na savremenim arhitekturama raCunara)
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