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UVOD U DIZAJN | ANALIZU ALGORITAMA ... 2

Prilikom pisanja algoritama posebna paznja se posvecuje njihovoj
Ispravnosti i efikasnosti

Ispravnosti (korektnosti) algoritma se posebna paznja posvecuje tokom
njegovog dizajna

Ovo je narocito istaknuto kod slozenih algoritama kod kojin korektnost
nije lako uocljiva

Cilj analize algoritma je kvantitativna ocena efikasnosti algoritma,
najcesCe spram veliCine raCunarskih resursa (vreme i memorija kao
najznacajniji)

Efikasnost algoritma umnogome zavisi od koliCine i strukture ulaznih
podataka za algoritam



... UVOD U DIZAJN | ANALIZU ALGORITAMA ...

4\,,\?

» Postupak dobijanja dobrih algoritama, u opstem slu€aju, za vecinu
problema obuhvata

1. Analizu problema — trazenje odgovora na pitanje Sta i sa Cim, identifikacija
Sta je to Sto algoritma treba da uradi ili resi.
UkljuCuje identifikaciju ulaznih, izlaznih podataka i promenljivih, kao i
podataka/promenljivih koje se koriste u medu-koracima.

2. Dekompozicija problema. Eliminisanje svih nevaznih i remetilackih detalja
prakticnog problema koji se reSava i dobijanje problema u Ssto Cistijem
matematiCkom obliku.

Problem se predstavlja u terminima prostih matematickih pojmova, kao sto
su skupovi, funkcije, grafovi i slicno



... UVOD U DIZAJN | ANALIZU ALGORITAMA 2

Postupak dobijanja dobrih algoritama, u opstem slu€aju, za vecinu
problema obuhvata (nastavak)

3. PiSe se algoritam koji reSava jasno definisan matematicki problem.
Konstantno tokom pisanja vrsi se provera ispravnosti pojedinacnih delova
algoritma

4. Dokazuje se njegova ispravnost upotrebom poznatih algoritamskih
paradigmi i matematickih alata

5. Sprovodenje analize algoritma kako bi se odredila njegova efikasnost.
Primenjuju se tehnike za pojednostavljivanje problema Cime se olakSava
analiza

Ovi koraci se medusobno preplicu I nisu nezavisni jedni od drugih

Takode, u nekim slucCajevima nisu potrebni svi navedeni koraci
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UVOD U DIZAIJN ALGORITAMA e

Dizajn slozenih problema zahteva od programera visok stepen
obrazovanja, intuicije i1 iskustva. Takode, vazno je joS dobro poznavati
domen problema sto nekada zahteva | dobro poznavanje matematike

Medutim, ni svo znanje sveta ne garantuje uspeh, jer je resavanje
problema | dizajniranje algoritama vrlo kreativan posao za koji ne
postoji propisan Sablon

PomoC se ogleda u tome da za razliCite klase problema postoje
standardne metode Cijom primenom se moze docCi do reSenja, ali | do
dobrih, efikasnih, algoritama

U ove opste metode spadaju

— Iinkrementalni pristup — linearno programiranje
— rekurzivni metod — randomizacija
— pohlepni metod — dinamiCko programiranje
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PROBLEM SORTIRANJA ... N

Sta je to sortiranje?
Jedan od najSire proucCavanih problema u raCunarstvu

Sortiranje je osnova za mnoge algoritme i troSi veliki deo raCunarskog
vremena u mnogim tipicnim aplikacijama

Postoje mnoge verzije problema sortiranja, kao | desetine algoritama
za sortiranje

Radi¢emo to detaljnije kasnije
Retko kad je to samo niz brojeva ve¢ deo neke vece strukture

Algoritmi za sortiranje su primer kako apstrakcijom svodimo problem
na jednostavniju (matematicku) formu koju reSavamo algoritmom



... PROBLEM SORTIRANJA ...

« Ulaz je nesortiran niz (brojeva) od n brojeva:

)
(Cll ar, ..., an>

* |zlaz je permutacija ulaznog niza
/ /
(aq,a,, ..., ay
takva da je

a; <a, < <ay



... PROBLEM SORTIRANJA

* Primer:

 Ne sortiran niz:

(52461 3]

e Sortiran niz:

|123456]
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INSERTION SORTIRANJE ... &3

« Sortiranje umetanjem
« Efikasan za male skupove podataka
« Radi po principu sortiranja karata u ruci

1. KrecCe se sa praznom levom rukom i kartama na stolu

2. Uzima se jedna po jedna karta sa stola i
stavlja se u levu ruku

3. Kako se broj karata u ruci povecava,
svaka nova karta se dodaje izmedu
karata sa neposredno manjom i
neposredno vecom vrednosc¢u

« Kako opisani algoritam preneti
na algoritam koji radi na
racunaru

11



... INSERTION SORTIRANJE ... ﬁ

52 46 1 3 5/2/4/6/13




... INSERTION SORTIRANJE ... ‘E?

5246 1 3 5/2/4/6/1/3

52 46 1 3 5/2/4/6/1]3
U/ Nl




... INSERTION SORTIRANUJE ... P

5 2 4 6 1 3 5214|613
5 2 4 6 1 3 5124613
J &

2 5 4 061 3 2154|613

U/ N4



... INSERTION SORTIRANJE ...

5 2 4 6 1 3

5 2 406 1 3

U/

2 54613

U/

2 45613

51214 3

51214 3

N’

2154 3
N

2145 3




... INSERTION SORTIRANJE ... P

5 2 4 6 1 3 5024|613

J Nl

2 5 4 6 1 3 2154613
J —

2 4 5 6 1 3 2145|613

2 4 5 6 1 3 214|5/6/1]3




... INSERTION SORTIRANJE ...

W,

o1
NN




... INSERTION SORTIRANJE ...

5
5

N DNNDN

2

N N DN DN L0 NN
wW,N O OS>

A
A

6 1 3
6 1 3
6 1 3
6 1 3
6 1 3
5 6 3
45 6

W,

&
N[N
N
o
=
W

214|516 |1|3
N
214151613
=
112/14/5/6]|3
=




... INSERTION SORTIRANJE

Loop through unsorted glements

——eee e Tt

Find the place for the cyrrent element

19




PREDSTAVLJANJE ALGORITAMA

« Kako dizajnirati algoritam?
« Kako ga opisati?

— Govornim jezikom?
— Graficki?

— Pseudokodom?

— Strukturogram

« Na ovom kursu se koristi pseudukod iz knjige
Introduction to Algorithms

20



A
PSEUDOKOD ZA INSERTION SORTIRANJE ‘%3

« Algoritam za insertion sortiranje u pseudokodu iz knjige (detaljniji opis
sintakse na narednim slajdovima)

INSERTION-SORT(A)
1: for 7 = 2 to A.length

2:
3:

key = Alj]

// Insert A|j] to the sorted
sequence A[l..5 — 1]

i=j—1

while ¢ > 0 and A[i| > key
Ali + 1] = Ali]
1 =1—1

Ali + 1] = key

21
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PSEUDOKOD KONVENCIJE ...

« UvlaCenje predstavlja blok strukturu (npr. for petlja iz prvog reda

obuhvata redove 2-8)
— Ovo se odnosi i na if-else
» Petlje:

— while
— for
— repeat-until

| selekcija:
— if-else

* imaju isto znacenje i upotrebu kao u
C, C++, Java, Phyton i Paskalu
programskim jezicima

INSERTION-SORT(A)
1: for 7 = 2 to A.length

2:
3:

key = Alj]

// Insert A[j] to the sorted
sequence A[l..7 — 1]

i=j—1

while ¢ > 0 and A[i] > key
Ali + 1] = Ali]
1=1—1

Ali + 1] = key

24



... PSEUDOKOD KONVENCIJE ...

(
)
(%

Kod for petlje uobicajeno ja da brojanje krene od 1

— Prva vrednost iteratora i posle
petlje je n+1, gde je n vrednost
do koje se broji

INSERTION-SORT( A)

1: for 7 = 2 to A.length

— Rezervisana rec to koristi se 5.
da oznacCi da se vrednost 3.

iteratora povecava do n , dok
downto oznaCava da se
vrednost iteratora umanjuje

— Kada se vrednost iteratora
povecava/smanjuje za vise
od faktora 1 onda se koristi
rezervisana recC by

Za komentar se koristi // oznaka

key = A[J]

// Insert A[j] to the sorted
sequence A[l..j — 1]

i=j—1

while i > 0 and Ali] > key
Ali + 1] = Alg]
1=1—1

Ali + 1] = key

25



... PSEUDOKOD KONVENCIJE ...

Dozvoljena su viSestruka dodavanja tipai = = e, Sto znaci da obe

promenljive dobijaju istu vrednost e

Promenljive poput key, i, j su
lokalne za datu proceduru

Indeksa njihove pozicije, npr. A[ i ]

— .. se koristi da oznaci opseg

Strukturirani podaci smestaju se
u objekte sastavljene od atributa

4
5:
vrednosti, npr. A[ 1 ..] ] 6:
7
8

INSERTION-SORT( A)
1: for 7 = 2 to A.length
2:
Clanovima niza se pristupa preko 3:

key = A[J]

// Insert A[j] to the sorted
sequence A[l..j — 1]

i=j—1

while i > 0 and Ali] > key
Ali + 1] = Alg]
i=i—1

Ali + 1] = key

— Atributima se pristupa preko operatora . , npr. A.length
— Dozvoljeno je izjednaCavanje tipa x =y, tako da je posle toga

X.a==y.a
— Za prazne objekte se koristi NIL

26



... PSEUDOKOD KONVENCIJE ...

« Parametri se u funkciju/proceduru prenose po vrednosti

— Jedino se objekti prenose po
referenci (kao pokazivacCi u C-u)

o _ INSERTION-SORT(A)
— | nizovi se prenose po referenci I: for j = 2 to A.length

2:
3:

* Vrednosti se vracaju preko return
naredbe

— Kontrola se odmah vraca
pozivaocu

— Moguce je vratiti viSe vrednosti
sa jednom return naredbom

key = Alj]

// Insert A[j] to the sorted
sequence A[l..7 — 1]

i=j—1

while ¢ > 0 and A[i] > key
Ali + 1] = Ali]
1=1—1

Ali + 1] = key

27



... PSEUDOKOD KONVENCIJE ;)

» Boolean operatori, poput ,and” i ,or" rade po principu gledanja prve
vrednosti, pa tek posle | druge

— Tako uizrazu x and vy,

prvo se evaluira x INSERTION-SORT(A)

1: for 7 = 2 to A.length

— Ako je x false, onda je ceo izraz 2 key = Alj]
netaCan iy se viSe ne evaluira 3. // Insert A[j] to the sorted
— Ako je x true, onda se moraiy sequence A[l..j — 1]
evaluirati & 1=7-1
5. while 7 > 0 and Ali] > key
« Rezervisana recC error koristi se za 6: Ali + 1] = Ali]
oznacCavanje da je doslo do nekakve 7: i=1—1
greske, jer su uslovi prilikom poziva 8:  Ali+ 1] = key

procedure bili pogresni i nisu trebal
rezultovati pozivom

— Pozivalac procedure je odgovoran za rukovanje greSkom, te algoritmi nece

implementirati njeno rukovanje -
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LOOP INVARIANT 55

¥

» Osobina koju ima algoritam za insertion sortiranje sa naziva loop
Invariant (nepromenljivost petlje),

— Algoritam ima neku osobinu uvek istu, nezavisno od trenutka u kojem se
nalazi

— U ovom konkretnom slucaju, to znaci da algoritam ne zavisi pozicije
elementa u nizu koji se trenutno obraduje

« Koju osobinu ima insertion sortiranje nezavisno od koraka u petlji?

Koja je to osobina koja uvek vezi bez obzira gde se nalazi u
izvrSavanju petlje?

— Ako je j pozicija elementa niza koji se trenutno sortira, onda se
sortirani podniz A[ 1 .. J-1 ] uvek sastoji od originalnih elemenata

podniza A[ 1 .. j-1], samo Sto su oni sada sortirani, bez obzira koja
je vrednost indeksa |

* Invarijantnost petlje se koristi za razumevanje i/ili dokazivanje
Ispravnosti algoritma



LOOP INVARIANT — DOKAZIVANJE ;\:;,7”

» |nvarijantost petlje ima tri vazne osobine

— Inicijalizacija (Initialization) — da je invarijantnost tacna pre prvog
izvrSavanja petlje
— Odrzivost (Maintenance) — da, ako je invarijantnost tacnha tokom

izvrSavanja trenutnog ciklusa petlje, ostaje taCna i pre pocCetka
izvrSavanja sledeceg ciklusa petlje

— Zavrsavanje (Termination) — da invarijantnost vazi i po okon€anju
izvrSavanja petlje, sto je vazno, jer pomaze u dokazivanju
korektnosti algoritma (zaSto?)

« Dokazivanje invarijantnosti liCi veoma na matematicku indukciju

- Sta smo rekli, koja je pretpostavka za insertion sortiranje?

— AKo je j pozicija el. niza koji se trenutno sortira, onda se sortirani podniz
A[ 1 ..-1] uvek sastoji od originalnih elemenata podniza A[1..j-11],
samo Sto su oni sada sortirani, bez obzira koja je vrednost indeksa |

31



LOOP INVARIANT — INSERTION SORTIRANJE ... P

* INICIJALIZACIJA (INITIALIZATION)

Da li je invarijantnost taCna pre prvog izvrSavanja petlje?

U prvom izvrsavanju j=2, A[ 1 .. |-1]
se sastoji od samog jednog
elementa

od jednog elementa, on je po svoj0j
prirodi sortiran

To je ujedno i prvi element
originalnog niza.

Ovaj uslov je, dakle, ispunjen

INSERTION-SORT(A)
1: for 7 = 2 to A.length
2:
Kako se podniz A[ 1] sastoji samo 3:

key = Alj]

// Insert A[j] to the sorted
sequence A[l..7 — 1]

i=j—1

while ¢ > 0 and A[i] > key
Ali + 1] = Ali]
1=1—1

Ali + 1] = key

32



... LOOP INVARIANT — INSERTION SORTIRANJE ... %

- ODRZIVOST (MAINTENANCE)

Ako je invarijantnost taCna tokom izvrSavanja trenutnog ciklusa petlje, da li
ostaje taCna i pre pocCetka izvrSavanja sledeceg ciklusa petlje?

Telo for petlje funkcioniSe tako Sto ide INSERTION-SORT(A)
unazadodj, preko A[j—=1],A[]j-2], 1: for 7 = 2 to A.length

Al j - 3], i1 tako dalje (linije 4-7) sve dok 2 key = Alj]

ne pronade pravo mesto za A[ j | 3:  // Insert A[j] to the sorted

(linija 8)
Podniz A[ 1 .. j] se zbog toga sastoji od
prvih j elemenata originalnog niza

Ali su oni sada sortirani

Povecanjem vrednosti iteratora j za 1
invarijantnost se odrzava (ovo formalno

sequence A[l..j — 1]
i=j—1
while i > 0 and Ali] > key
Ali + 1] = Alg]
1=1—1
Ali + 1] = key

zahteva i dokaz za invarijantnost while petlje — domaci!)

33



... LOOP INVARIANT = INSERTION SORTIRANJE

« ZAVRSAVANJE (TERMINATION)

Sta se deSava kada se petlja zavrsi?

(
)
(%

for petlja prestaje sa izvrSavanjem kada je ispunjen uslov j > A.length,

gde je A.legth =n,

Kako se posle svake iteracije j uveCava za 1, onda i na kraju izvrSavanja

ethej=n+1
petie] INSERTION-SORT(A)
Ako se j zameni san + 1, onda u izrazu 1: for j =2 to A.length
invarijantnosti petlje dobijemo podniz 2 key = A[j]
A[ 1 .. n ], koji se sastoji od originalnih 3. // Insert A[j] to the sorted

elemenata niza A[ 1 .. n ], ali koji su
sortirani

Kako je podniz A[ 1 .. n ] zapravo ceo
niz, zakljuCujemo da je ceo niz sortiran

DAKLE, ALGORITAM JE KOREKTAN

sequence A[l..j — 1]
i=j—1
while i > 0 and Ali] > key
Ali + 1] = Alg]
1=1—1
Ali + 1] = key
34



LOOP INVARIANT — VEZBANJE ...

* Hajde da dokazemo zajedno invarijantnost petlje za dva veoma
poznata algoritma koje ste vec radili kada ste ucCili osnove
programiranja

— Trazenje maksimalne vrednosti niza

— Selection sortiranje

* A za domaci probaijte:

— Sumu elemenata niza

35



... LOOP INVARIANT — VEZBANJE ...

« Trazenje maksimuma
— Kako izgleda njegova implementacija?

MAX-ARRAY (A)

l:max = A[1]

2:for 1 = 2 to A.length
3: if A[1] > max

4. max = A[1]

— Koja bi bila pretpostavka za trazenje maksimuma?

* U i-0j iteraciji vrednost promenljive max je jednaka najvecoj vrednosti iz
podniza A[1..i—1]

36



... LOOP INVARIANT - VEZBANJE ... P

« Trazenje maksimuma — inicijalizacija
MAX-ARRAY (A)

— Zai =1, invarijantnost petlje je 1:max = A[1]

zadovoljena 2:for 1 = 2 to A.length
— podniz A[ 1] sadrzi samo jedan 3:  if A[1] > max
element 4: max = A[1]

— Vrednost promenljive max jednaka
je najvecoj vrednosti podniza A[ 1 ], tj. jednaka je vrednosti A[ 1 ]

— Dokaz je trivijalan, a invarijantost petlje je ispunjena

37



... LOOP INVARIANT — VEZBANJE ...

« Trazenje maksimuma — odrzivost

— Zai = n, invarijantnost petlje je
zadovoljena na sledeci nacin

— Vrednost promenljive max na pocCetku
iteracije jednaka je najvecoj vrednosti
podniza A[1..n-1]

— Postoje 2 slucaja:

MAX-ARRAY (A)
l:max = A[1]

2:for 1 = 2 to A.length

3: if A[1] > max
4: max = A[1]

1. A[ n] > max; utom sluCaju dobijamo da je A[ n ] vec¢a od svih vrednosti iz
podniza A[ 1 .. n-1], $to znaci da je to ujedno i najveca od svih vrednosti iz
podniza A[ 1 .. n ], samim tim promenljiva max dobija vrednost A[ n ], pa je
invarijantnost petlje oCuvana i na kraju n-te iteracije, odnosno pre sledece

iteracija

2. A[ n] s max; utom sluCaju najveca vrednost iz podniza A[ 1 .. n-1 ] je makar
jednaka A[ n ], Sto znaci da je maksimum podniza A[ 1 .. n ] jednak
maksimumu podnizna A[ 1 .. n-1 ], odnosno jednak promenljivoj max, pa je
invarijantnost petlje o€uvana i na kraju n-te iteracije, odnosno pre sledece

iteracija
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... LOOP INVARIANT - VEZBANJE ... P

« Trazenje maksimuma — zavrSavanje

MAX-ARRAY (A)

l:max = A[1]

2:for 1 = 2 to A.length
3: if A[1] > max

4: max = A[1]

— U koracima inicijalizacije i odrzivosti
pokazano je da je na kraju svake iteracija
vrednost promenljive max jednaka
najvecoj vrednosti odgovarajuceg podniza

— Na kraju poslednje iteracije, podniz je
zapravo sam niz, jer je podniz A[ 1 .. A.length ] niz A

— Samim tim vrednost promenljive max jednaka je maksimumu niza A, Cime
je dokazana korektnost algoritma

39



... LOOP INVARIANT - VEZBANJE ... P

« Selection sort
— Kako izgleda njegova implementacija?

SELECTION-SORT (A)

l:for 1 = 1 to A.length-1
2: for j = 1+1 to A.length

3: if A[1] > A[J]
4. tmp = A[1]
5: Al1] = A[J]
6: A[j] = tmp

— Koja bi bila pretpostavka za selection sortiranje?

» ako je i pozicija elementa niza koji se trenutno sortira, onda je podniz
A[ 1 ..i-1 ] sortiran i bilo koji element podniza A[ i .. A.length ] je

jednak ili veéi od bilo kog elementa podniza A[ 1 ..1i-1] 10



... LOOP INVARIANT — VEZBANJE ...

Selection sort —inicijalizacija

— Zai =1, invarijantnost petlje je
zadovoljena

— podniz A[ 1 .. 0] je sortiran, jer
je on prazan

— svielementiniza A[ i .. A.length ]
su vecCi od elementa podniza A[1.. 0],
jer je on prazan

— dokaz je trivijalan

SELECTION-SORT (A)

l:for 1 = 1 to A.length-1
2: for j = 1+1 to A.length

3 if A[1] > A[J]
4: tmp = A[1]
5 A[1] = A[J]
6 A[7] = tmp

41



... LOOP INVARIANT — VEZBANJE ... P

« Selection sort — odrzivost
SELECTION-SORT (A)

— Za = n, invarijantnost petlje je 1:for i = 1 to A.length-1
zadovoljena na sledeci nacin 2: for j = i+1 to A.length
. . _ 3 if A[1] > A[F]
— Podniz A[1..n-1] je sortiran 4: tmp = A[1]
— Unutar j petlie se u n-toj iteraciji i petlje 5 Ali] = A[J]
na n-tu poziciju umec¢e najmanja vrednost iz 6 A[j] = tmp

ne-sortiranog podniza A[ n .. A.length ]

— Sve vrednosti unutar podniza A[ 1 .. n-1 ] su jednake ili manje od vrednosti
iz podniza A[ n .. A.length ]

— Takode, vrednost A[ n ] je jednaka ili manja od vrednosti iz podniza
A[ n+1 .. A.length ]

— Tako da je podniz A[ 1 .. n ] sortiran i sve vrednosti unutar njega su
jednake ili manje od vrednosti iz podniza A[ n+1 .. A.length ]

— Cime je invarijantnost petlje o8uvana
42



... LOOP INVARIANT - VEZBANJE P

« Selection sort — zavrsavanje
SELECTION-SORT (A)

— Na kraju poslednje iteracije podniz 1:for i = 1 to A.length-1
A[ 1 .. A.length-1] je sortiran 2: for j = i+1 to A.length
3 if A[1] > A[J
— Sve vrednosti u podnizu 4: th[) ]= A[igj]
A[ A.length-1 .. A.length ] jednake su 5 A[i] = A[]]
ili vece od svih vrednosti iz podniza 6 A[3] = tmp

A[ 1 .. A.length-1] (zapravo jedna
vrednost)

— Cime je invarijantnost petlje oduvana, tj. niz A je na kraju sortiran

43



LOOP INVARIANT — STRATEGIJE ... P

* |z primera sa moze videti da je pretpostavka ili tvrdene, odnosno da se
Invarijantnost petlje iskazuje u obliku:

— Na pocetku iteracija sa indeksom |, ... podnizA[ 1 ..]] ...
« Kako dodi do tvrdenja koje se dokazuje?

— Razmisliti o specifi€noj iteraciji

— Sta se zna na kraju petlje?

— Razmisliti o algoritamskoj tehnici koja se koristi

— Imaidrugih pristupa ...

44



... LOOP INVARIANT - STRATEGIJE ... L5

Kako doci do tvrdenja koje se dokazuje?
Razmisljanjem o specifi€noj iteraciji

Koju informaciju (podatke) ¢e algoritam koji se ve¢ neko vreme
izvrSava imati ako se prekine neposredno pre j-e iteracije?

Koje vrednosti promenljiva max ima u 0 koraku, pa u prvom, drugom, |
tako dalje.

lli recimo kod algoritma za sumu elemenata niza, kako se menja suma
kroz korake algoritma?

-0,
- Al1],

— A[1]+A[2],

— A[1]+A[2]+A[3],
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... LOOP INVARIANT - STRATEGIJE ... L5

Kako doci do tvrdenja koje se dokazuje?

Sta se zna na kraju petlje?

NajCesScCe, ono Sto zelimo da ostvarimo: sortiran niz, maksimum niza,
suma nizai sl.

|z tog poslednjeg koraka ide su unazad i gradi strategija

Ako se zna da promenljiva max u poslednjem, n-tom koraku sadrzi
maksimum niza, Sta onda max sadrzi u pretposlednjome koraku, n-1?

— Sadrzi naravno maksimum podniza A[ 1 .. A.length-1]

Ovo, nazalost, ne radi uvek!

Informacija na kraju petlje se koristi da bi se doslo do reSenja, nije
nuzno i reSenje
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... LOOP INVARIANT — STRATEGIJE
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« Kako doc¢i do tvrdenja koje se dokazuje?

 Razmisljanjem o algoritamskoj tehnici koja se koristi

« Kada se koriste petlje? — kada inkrementalno gradimo reSenje

« Tako da kada su petlje u pitanju, najCesce stoji tvrdenje:

— ReSenje odredeno do sada (do ove iteracije) je korektno reSenje za one
podatke (stvari) koje sam video do sada (do ove iteracije), ili

— Na pocCetku iteracija sa indeksom j, promenljiva x je korektno reSenje za
podnizA[1..j] ...

« U primeru za odredivanje maksimuma:

— U j-0j iteraciji vrednost promenljive max je jednaka najvecoj vrednosti iz
podniza A[ 1 .. j+1]
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UVOD U ANALIZU ALGORITAMA ... e

Analiziranje algoritma podrazumeva procenu koje resurse algoritam
zahteva

Cesto to znadi procenu potrebne memorije, procesorske moéi, Sirine
komunikacionog kanala ili potrebnog kapaciteta hardvera

Ali u vecini sluCajeva, to je vreme

Analizom nekoliko kandidata (algoritama) moramo proceniti |
identifikovati koji je najefikasniji

To moze rezultovati sa viSe kandidata, ali u vecCini slucajeva dovodi do
odbacivanja onih inferiornih

Kako izbec€i zavisnost od hardvera i implementacije?

PRIMER: kompresija podataka
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... UVOD U ANALIZU ALGORITAMA ... e

U sustini, pre analize vremena izvrSavanja algoritma, mora se napraviti
model tehnologije na kojem se on implementira i hardvera na kojem se
on izvrSava, tzv. RAM model

Masina koja ima jedan procesor i RAM, kao i da Ce algoritmi generalno
biti implementirani kao racunarski programi

Striktno govoreci, mora se tacno proraCunati vreme izvrSavanja svakog
koraka spram vremena masine

Striktno govoreci, mora se u obzir uzeti i veliCina tipova podataka,
ogranicenje veliCine masinske reci

| tako dalje u nedogled
Analiza algoritma kroz RAM model je TESKA

Gde je tu prednost analize u odnosu na merenje implementacije u
stvarnom hardveru?
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... UVOD U ANALIZU ALGORITAMA
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Koje je onda resenje?
SIMPLIFIKACIJA!

Ne treba nam egzaktno vreme, ve¢ neSto na osnovu Cega da
procenimo kompleksnost algoritama jedno spram drugog

Ako su svi dosledno i na isti naCin analiziraju, dobija se odnos koji uvek
vazi

Sta to generalno znadi?

U globalu na primer nesto u smislu:

Nije vazno da li je brze za 20 s, veC samo da je duplo brze

Uvodimo pretpostavku da postoje jediniCne instrukcije/koraci algoritma
(Cije izvrSavanje je konstantno u vremenu), kao i da se kompleksnije
instrukcije sastoje od jediniCnih, pa se do vremena kompleksnih

instrukcija dolazi sabiranjem vremena izvrSavanja jediniCnih instrukcija
51
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VREME IZVRSAVANJA ...

* Vreme izvrSavanja zavisi od veliCine ulaza

— vec sortiran niz je lakse sortirati

— brze je sortirati niz od 3 elementa od niza koji sadrzi 100 000
elemenata

« Opis veliCine ulaza zavisi od problema (nekad se opisuje brojem
elemenata u ulazu, nekada sa brojem bita, nekada kao 2 broja, ...)

* Vreme izvrSavanja bi trebalo parametrizovati tako da se vidi njegova
zavisnost od veliCine ulaza

» U sustini kada analiziramo bilo sta, uvek gledamo koje su gornje
granice, tzv. worst-case scenario

« Zasto worst-case scenario?

— Jer svi (inzenjeri, ne i menadzeri), volimo da budemo sigurno da
sporije (gore) od toga ne moze!

u
Vv P
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... VREME IZVRSAVANJA ...

» Koje vrste analize vremena postoje?

— worst-case (najcesce):
T( n ) = najduze vreme potrebno za izvrsavanja algoritma nad
ulazom veliCine n
« Gore od ovoga ne moze
» Za neke algoritme ovo se deSava Cesto
e avarage-case je Cesto isti worst-case vremenu izvrSavanja

— avarage-case (ponekad):

T(n) = ocCekivano (proseCno) vreme potrebno za izvrSavanja
algoritma nad ulazom prosecne veliCine n
« Zahteva nekakvu procenu statisticke raspodela ulaza

— best-case (retko):

T(n ) = najbrze moguce vreme izvrsavanja algoritma koje radi
samo na odredenim ulazima
« Varanje
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... VREME IZVRSAVANJA ... e

Vreme izvrSavanja algoritma nad datim ulazom je zapravo jednako
broju primitivnih operacija ili koraka koje treba da se izvrse

Sta su koraci?
Kako oznaciti korake?

|ldealno bi bilo tretirati korake Sto je moguce vise nezavisnim od
Implementacije (machine-independent)

Pretpostavimo da se svaki korak realizuje u konstantnom vremenu,
tako da je vreme izvrSavanja i-tog reda c;

Kada se to uzme u razmatranje, onda se za svaki korak insertion
sortiranja moze odrediti njegova vreme izvrSavanja koje se dobija
kombinacijom koliko puta se izvrSava taj korak i koliko vremena je
potrebno da bi se taj korak izvrsio
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... VREME IZVRSAVANJA ...

INSERTION-SORT(A)
1: for 7 = 2 to A.length

2:
3:

key = Alj]

// Insert A|j] to the sorted
sequence A[l..5 — 1]

i=j—1

while ¢ > 0 and A[i| > key
Ali + 1] = Ali]
1 =1—1

Ali + 1] = key
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.. VREME IZVRSAVANJA ...

INSERTION-SORT(A)

1

for j = 2to A.length

key = Alj]

// Insert A[j] into the sorted
sequence A[l..j —1].

i=j—1

while i > 0 and A[i] > key
A[z + 1] = Ali]
i =1 —1

Ali + 1] = key

times

n

n—1
n—1
n—1
Z?=2Ij
> ity —
it —
n—l

Y
Y
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... VREME IZVRSAVANJA ... P

« while petlja u redu 5 se za svako j izvrSava odreden broj puta, Sto se
moze iskazati t; vremenom za svaku vrednostj=2, 3, ..., n, gde je
n = A.length

« Kada se for ili while zavrSavaju na uobicCajeni nacCin oni se izvrSe jedan
put viSe nego telo petlje

INSERTION-SORT (A) cost  times
1 for j = 2to A.length C n
2 key = AlJ] C n—1
3 // Insert A[j] into the sorted
sequence A[l..j —1]. 0 n—1
4 i =7 —1 Cy4 n—1
5 while i > 0 and A[i] > key Cs > ot
6 Ali + 1] = Ali] Ce > ity =1
7 i =1 —1 7 > it —1)
8 Ali + 1] = key g n—1
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... VREME IZVRSAVANJA ...

« Kada se sva vremena iz koraka algoritma saberu dobija se:
T'(n) = cn+cy(n—1)+cq(n—1)4+cs Z ti + Co Z(z‘j — 1)
j=2 j=2

+er Y (=D +esn—1).

* U najboljem slucCaju, kada niz vec sortiran, while se izvrSava samo
jednom za svako |, pa je vreme sortiranja:

T'(n)y = cin+ca(n—1)+c4(n—1)+cs(n—1) +cg(n—1)
= (c1+cr+ca+cs+cg)n—(cr+ca+cs+cg) .

« OCcigledno je vreme izvrSavanja linearna funkcija od n s



v 2.
... VREME IZVRSAVANJA ... P

* U najgorem slucCaju, kada je niz sortiran u obrnutom redosledu, svaki
element niz A[ j ]| mora da se poredi sa svakim elementom podniza
A[1..)-1], tako da je t; = J: tako da Je

n

ST PLEL i(f‘l):n(n_l)

2 2

Jj=2
- Sto dovodi do worst-case vremena izvravanja insertion sortiranja:

T'(n) = cin+cy(n—1)4ca(n—1)+ cs (n(rzz—l— D — 1)

e (n(n — 1)) e (n(n — 1)) g — 1)

2 2
c c c cs C¢ C
= (ES+36—|—37)H2+(C1+02+C4—|— 25— 26—274‘08)”

—(c2 4+ ca+c5+c3) . 59




... VREME IZVRSAVANJA ...

« Jasno je da se formula:

C C C c C C
T(n) = (75+76+?7)n2+(c,+62+c4+25—26—27+cg)n

—(c2+cs+cs+cg).

* moze svesti na;:

an® + bn + ¢
¢ teje:

Ocigledno je vreme izvrSavanja kvadratna funkcija od n
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... VREME IZVRSAVANJA P

« Kao Sto je vecC reCeno, vreme izvrSavanja kompleksnih koraka
algoritma se moze dobiti sabiranjem vremena izvrsavanja jediniCnih
koraka algoritma

Konstrukcija Vreme izvr§avanja

Naredba serije S:

P; Q;

Naredba grananja S:
if C then P; else Q;

Ts=Tp+ T4

Ts=Tc+ max{T;p, TQ}

Naredba petlje S:
(1) while C do P;
(2) repeat P; until C;
(3) fori=jto k do P;

Ts=n-T;

n — najveci broj iteracija petlje
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POJEDNOSTAVLJENA ANALIZA ...

* Napravili smo nekoliko pojednostavljivanja
— Konstantno vreme izvrSavanja svakog koraka

— Pojednostavljivanje i ignorisanje konstanti: an® + bn + ¢

» Sledece pojednostavljene ogleda se u uvodenu stepena rasta
(order of growth)

- Sta to generalno znaégi?

« To znaCida se posmatra T(n) zan —

* U inzenjerskom smislu:
— Odbaciti sve elemente nizeg reda (npr. bn + ¢ u an® + bn + ¢)
— Ignorisati vodeCu konstantu (npr. a u anz)

— Tako da se dobija procena vremena od n?
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... POJEDNOSTAVLJENA ANALIZA 2

Opisani postupak naziva asimptotska analiza

Procena za worst-case vreme izvrSavanja se onda svodi ©(n?)
Ukratko ©-notacija se koristi da oznacCi worst-case vreme izvrSavanja
Matemitika (za sada):

O(g(n)) = {f(n): postoje pozitivne konstante cy,c, i ny takve da
0<cg(n) <f(n) <cy,g(n)zasvakon = ny}

Kada n postane dovoljno veliko
algoritam sa ©(n?) slozenosc¢u
¢e uvek biti bolji od ©(n3) algoritam

U praksi se asimptotski sporiji
algoritmi neCe uvek odbacivati

Inzenjerski problemi zahtevaju balans "
/] 0

Asimptotska analiza alat za usmeravanje razmisljanje
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