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ZAVADI-PA-VLADAJ ... ;ﬁ—-'*‘?

Vec smo se upoznali sa tim ...

Zavadi-pa-vladaj (divide-and-conquer) pristup znaci da pojednostavimo
problem, pa da ga reSavamo parcCe po parce

Problem se razbija na podprobleme koiji su slicni originalnom, ali
jednostavniji po svojoj prirodi

— npr. dali je lakSe sortirati 8 brojeva ili 4 ili 2 broja ...

Zavadi-pa-vladaj pristup ima tri osnovna koraka:
— Zavadi/podeli (divide) problem na jednostavnije potprobleme istog
problema

— Vladaj/resi (conquer) potproblem rekurzivnim pozivom (razbijanje)
na joS manje potprobleme, ali ako je potproblem dovoljno
jednostavan, reSi ga na direktan nacin

— Kombinuj (combine) potprobleme u reSenje za originalni problem



... ZAVADI-PA-VLADAJ
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« Ako je problem dovoljno veliki, onda ima smisla reSavati ga rekurzijom

« Algoritam se rekurzivno poziva sve dok se ne dode do
najjednostavnijeg koraka (base case), pa se posle rekurzivno vraca ka

prvom pozivu

* Nekada jednostavni koraci nisu iste prirode kao | ostatak rekurzije, pa
se resavaju zasebnim algoritmom koji je najCeSc¢e deo koraka
kombinovanja (poziva u visinu)

« Kada se rekurzija reSava
potprogramima, onda
postoje 3 faze u
izvrSavanju potprograma:

— Poziv u dubinu
— Uslovno izvrSavanje
— Poziv ka povriSini

broj=6,

prvi poziv

baza=2

U
DUBINU

IF kolk=>=0

KA
POVRSINI

Prikazuje "0

broj=3

b az;r:{
/

~
\

\ <

drugi poziv

v
DUBINU

IF kol=>=0

KA
POVRSINI

Prikazuje "1

broj=1

baaa:(z
/

S
\

\ <

trecéi poziv

Jd
DUBINU

IF kal >0

KA
POVRSINI

Prikazuje "1°
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PONAVLJANJE (RECURRENCE) ...

Zavadi-pa-vladaj algoritmi idu ruku pod ruku sa ponavljanjem
(recurrence) i rekurentnim jednacCinama koje nam pruzaju prirodan
nacin da karakteriSemo prirodu ovih algoritama i da odredimo vreme
izvrSavanja zavadi-pa-vladaj algoritama

Opisuje kako se vreme izvrSavanja resenja problema veliCine n prenosi
(predstavlja) kroz vremena izvrSavanja njegovih manjih delova

Njihovo reSavanje je kao reSavanje integrala i diferencijalnih jednacina,
mora se znati par trikova

Primer rekurentne jednacine iz algoritma za MERGE sortiranje:

0(1), zan<c
T(n) = al (n

E) + D(n) + C(n) za sve preostale slucajeve

Na krajuje: T(n) =n-logn
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... PONAVLJANJE (RECURRENCE) e

» Postoje razliCite situacije u kojima se pojavljuje rekurentnost, problem
se moze podeliti i na nejednake delove, npr. 2/3 prema 1/3, u tom

slugaju jednagina dobija oblik: T(n) = T (3°) + T (3) + 0(n)

« Potproblemi ne moraju biti konstantni deo velikog problema, npr. to
moze biti i linearna funkcija koja je za samo jedan element manja od
originalnog problema: T(n) =T(n—1) + 6(1)

* Tri metode za reSavanje rekurentnost, tj. za odredivanje ©1 O
granicnih funkcija
— Metoda supstitucije — pogodimo grani¢nu funkciju i dokazemo je
matematiCkom indukcijom
— Metoda stabla rekurzije — pretvara rekurziju u stablo gde svaki ¢vor
predstavlja grananje u rekurziji i za svaki ¢vor se raCuna koliko to grananje

koSta, posebnom tehnikom sumiranja (bounding summations) se odreduje
ukupna cene algoritma

— Master metoda — primena metode T(n) = a - T (g) + f(n)
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METODA SUPSTITUCIJE ...

» Radi vrlo jednostavno:
1. Pretpostaviti grani€nu funkciju
2. Dokazati da smo dobro pogodili matematiCkom indukcijom
 Moc¢na metoda, samo jedan problem! Koji?
« Sve zavisi da li smo dobro pogodili!
» Moze se iskoristiti za definisanje ili gornje ili donje asimptotske granice

* Neka je za primeri gornja asimptotska granica neke rekurentnosti:

T =27 (|3]) +n

* Pretpostavimo (nagadamo) da je reSenje: T(n) = O(n -logn)

» Da bi upotrebili metodu supstitucije, moramo dokazati da je
T(n) < c-n-logn, za neku odgovarajucu konstantu c >0

10



... METODA SUPSTITUCLJE ... P

ReSenje: T(n) = 0(n -logn)
Dokazatida je T(n) < c-n-logn, zanekoc > 0

Prvo krecemo od toga da dokazemo da prethodna formula vazi (da je
to gornja granica) za svako m < n, naroCito za m = [n/2], $to dovodi
do: T(In/2]) < ¢ [n/2] - 1log(In/2])

Kada se to zameni u rekurentnu jednacinu:

T <2-(c-[] - 1og([5])) +n
< cn-log(g) +n

=cn-log(n) —cn-log(2) +n zeljeno - ostatak
=cn-log(n) — (cn — n')/

Ve
< cn - log(n)- zeljeno, vazi uvek kada je n(c — 1) > 1

Poslednji korak vazi sve dok je ¢ =1
11



... METODA SUPSTITUCIJE ... L5

iy <2 (e-[2] t0g([2])) + < en-t0g (%) +

=cn-log(n) —cn-log(2) + n=cn-log(n) —cn+n < cn - log(n)

« MatematiCka indukcija zahteva da se ovo dokaze za sve granicne
slucajeve

 To znaci da se za graniCne sluCajeve mora dokazati da postoji c
dovoljno veliko da T(n) < cn - log(n) vazii za graniéne uslove

« Ovaj uslov nekada moze da izazove probleme. Npr. pretpostaviti da je
T(1) = 1 jedini grani¢ni uslov rekurentnosti algoritma

« Zan=1slediT(1) <c-1:-log(1) Stoje T(1) = 0 ato je suprotno sa
pocetnim uslovom

« Sta sad?

12



... METODA SUPSTITUCIJE ...

X
- /
(Y

n

Tn) <2 (c- E‘ : log(g‘)) +n<cn- log(E) +n
=cn-log(n) —cn-log(2) + n=cn-log(n) —cn+n < cn - log(n)

» [skoristiCemo osobinu asimptotskih notacija da vaze za svako n > ny,
gde je ny vrednost koju mi biramo

« Ostaje grani¢ni uslov, ali ga ne posmatramo, te se za bazni sluc¢aj
dokaza indukcije moze onda uzetii T(2) i T(3)

* Igrom sluCaja, za ¢ = 2 vaze oba graniCna uslova i
T(2)<c-2-1og(2)iT3) <c-3-log(3)

« Za vecinu primera, ovo je jednostavno dokazati i za malo n je lako
pronaci neko ny za koje se moze asimptotski dokazati da tvrdnja vazi

13



... METODA SUPSTITUCIJE ...
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Na zalost ne postoji opsti nacCin da se pogodi korektno resenje za
rekurentnost, za to je potrebno iskustvo | ponekad i kreativnost

Na srecCu postoje heuristike koje mogu pomoc¢i u pogadanju (moze se
iskoristiti i slede¢a metoda koju ¢emo raditi)

Ako je rekurentnost slicna prethodnoj, onda je korektno pretpostaviti
da Ce i resenje biti slicno
] _ n
Npr: T(n) = 2T (H + 17) +n
Da li je ovo tesko? |3+ 17

Za dovoljno veliko n da li 17 pravi razliku?

Tako da je korektno pretpostaviti da je T(n) = O(n - logn) reSenje i za
ovaj slucCaj

Mogu se traziti i ne striktne granice, O i 2, pa onda to poostravati

14
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... METODA SUPSTITUCIJE ... e

Cesto se deSava da se pogodi ograniavajuca funkcija, ali da se ona
ne moze dokazati ili pretpostavka nije dovoljno Cvrsta (gornja granica
nije dovoljno jaka)

U takvim situacijama resenje je Cesto tehnika oduzimanja
(subtracting), gde se monom nizeg nivoa oduzima od prve
pretpostavke (i posle toga matematika proradi...)

wor 700 = 7([2]) + (2] +1

Pretpostavimo da je reSenje: T(n) = 0(n)
Treba da se dokaze T(n) < ¢ - n za odgovarajucu konstantu c

Zamenom pretpostavke u rekurentnosti
n n
T(n) Sc-b‘+c-[ﬂ+1=cn+1

Sto ne implicira T(n) < cn za svako ¢

15
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... METODA SUPSTITUCIJE ...

T(n)Sc-E‘+c-E}+1=cn+1

» $to ne implicira T(n) < cn za svako ¢

« Moze se probati T(n) = 0(n?) kao resenje, ali je prva pretpostavka
zapravo dobra

* Inicijalna pretpostavka je taCna ali se hipoteza koja se dokazuje
indukcijom mora uciniti strozijom
* Pretpostavka greSi samo za jednu konstantu a koja je monom nizeg

reda, ali matematiCka indukcija radi samo za precizno definisanu
hipotezu (tu nema mnogo odstupanja)

« Aliako se pretpostavi: T(n) <c-n—d,gdejed =0

« Sada je dokaz:

T(n)S(c-E‘—d)+(c~E}—d>+1=cn—2d+1£cn—d

16



... METODA SUPSTITUCLJE ... P

T(n)s(c-{;‘—d)+(c-[g}—d)+1=cn—2d+1£cn—d

« OvojetaCnosvedokjed>1

« Naravno, mora da se odabere dovoljno veliko c

 Teze je dokazati slabiju gornju granicu!

» Prilikom dokazivanja, mora da se vodi racuna o dokazivanju

* Npr. ,dokazivanje” T(n) = O(n) pretpostavljanjemdajeT(n) < cni
onda dokazati:

T(n) <2 (c- E‘) +n<cn+n=0mn) < Greska!

« Da bi se dokazalo T(n) = 0(n) mora se dokazati T(n) < cn

17
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... METODA SUPSTITUCIJE

» Ponekad mala suptilna manipulacija algebarskom formulom moze
transformisati rekurentnu jednacCinu u nama vec¢ poznat oblik

 Npr. T(n) = 2T(|vn|) + logn

« se moze transformisati promenom promenljivih (ne brinemo o
zaokruzivanju promenljivih), tako da uvedemo promenljivu m = logn
onda se rekurentna jednacCina moze transformisati u oblik:

T(2™) = 2T([2™2]) + m
» Ako sada preimenujemo: S(m) = T(2™) dobijamo:
S(m) =25S(lm/2]) + m

« Ovo sad daleko vise liCi na prethodnu rekurentnu jednacinu, te se
moze pretpostaviti reSenje: S(m) = O(mlogm)

« Kada se zameni S(m) sa T(n) dobija se:

T(n) =TR2™)=S(m) =0(m-logm) = O(logn -log(logn)) 18
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METODA STABLA REKURZIJE ... Py

« Sa metodom supstitucije, problem je kako docCi do dobre pretpostavke

« Jedan nacCin je da se nacrta stablo rekurzije kojim se iscrtavaju koraci
izvrSavanja algoritma i vizuelno prikazuje kako se deli algoritam na
osnovu ¢ega moze da se odredi vreme (cena) izvrSavanja algoritma

* Primer stabla rekurzije smo imali u o T

. . . /\
algoritmu za MERGE sortiranje h=lgn /cmrz\ E S
- Svaki &vor stabla predstavlja vreme o end ot onfd
izvrSavanja jednog potproblema negde S /N
c c c c c c C -

u rekurzivnom algoritmu ! v ’

n

* Vreme izvrSavanja svih Cvorova na jednom nivou se sumira kako bi se
dobila cena celog nivoa

* A zatim se sumiranjem svih nivoa dolazi do vremena izvrSavanja
Citavog algoritma

Ch

cn

20
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... METODA STABLA REKURZIJE ... e

Metoda stabla rekurzije je dobra da se dode do pretpostavke o tome
koja je graniCna funkcija vremena izvrSavanja algoritma, pretpostavka
se dalje dokazuje metodom supstitucije

Ako se kombinuju metoda supstitucije i metoda stabla rekurzije, onda
je dozvoljeno malo netacnosti (greSke) u proceni vremena izvrSavanja,
jer ¢e se ona kasnije verifikovati

Ako se stablo crta vrlo pazljivo, sa velikim naporom kako bi se greskice
izbegle, ono se moze upotrebiti za odredivanje resenja rekurentne

jednacCine

Primer: odrediti resenje rekurentne jednacine:

T(n) = 3T (E‘) + 0(n?)

21



... METODA STABLA REKURZIJE ...

T(n) = 3T (E‘) + 0(n?)

Posto zaokruzivanje ne utiCe na pronalazenje reSenja rekurentne
jednacine, moze se pretpostaviti sledece (traljavost — uvodimo gresku):

T(n) = 3T(E‘) +cn?zac>0
Pretpostaviti da je n umnozak 4 . Zasto?

Zato Sto Ce svi potproblemi biti celi brojevi

Zatim polako krecemo deljenje problema na potprobleme i crtanje
stabla rekurzije

Izvr§avanje na vrhu je cn? . Za$to?

Necu da vam kazem! Razmislite sami...

22



... METODA STABLA REKURZIJE ...

T(n) = 3T (EJ) +cn?

Stablo rekurzije:

I'(n)

23



... METODA STABLA REKURZIJE ...

T(n) = 3T (EJ) + cn?

« Stablo rekurzije:

« Svaki problem delimo na 3 potproblema Cije je vreme izvrSavanja
T(n/4)
* Vreme izvrSavanja svakog Cvora ispod korena je zapravo c(%)z, dalje

nastavljamo da razgradujemo problem ....
24



... METODA STABLA REKURZIJE ...

T(n) = 3T (EJ) +cn?

Stablo rekurzije:

cn

¢ (4) (%) 1)’

) T(E) T() T

T (1) T (i

16 6

/
) T

(5) T(e) T(R) TEe) T(5)

Posto se problem smanjuje za faktor 4 u svakoj iteraciji, moramo dodi do grani¢nog
sluCaja izvrSavanja 25



... METODA STABLA REKURZIJE ... .%

T(n) = 3T (EJ) +cn?

« Stablo rekurzije:

C"Iz IllllIlIIllllllllllllllllllllllllllIlllllllllllllllllllllllIlllll'llllllllllllll:llll

A / \
c(3)’ c(3)’ (3" oo
log, n / \
() (&) () () (B () c(E) () ()T ()
IV VIV TV

Y Tfl) T(Il) T(Il) T('l) T(Il) T(l) T(Il) T(1) T(1) T(ll) T('l) T('l) T('l) ..... e @ (nloes3)

Total: O(n?) 26



... METODA STABLA REKURZIJE ... ¥

T(n) = 3T (EJ) +cn? W - ~

 VeliCina potproblema koji nastaje own / o
dekompozicijom problema na nivou NIV
| je n/4*, to znaCi do grani¢nog

Sluéaja Stizemo kada je n — 1’ tj_ Za Y '."[71_1 f’cl. inl: Ty T T_(I]r 'i'(ihr.-’.’;uiu '."%U- T ... f’(l_] '.’1]_» .’;{VI] N IR

n/4' = 1, ili ekvivalentno kada je i = log, n

« Tako dolazimo do toga da stablo rekurzije ima log4 n + 1 nivoa,
(0,1,2,..,logyn)

U slede¢em koraku treba odrediti koliko koSta svaki ¢vor

— Na i-tom nivou ima 3¢ ¢vora

— Problem se smanjuje za faktor 4 kre¢uci se od korena, §to znaci da svakKi
évor na dubini i, zai =0,1,2, ..., log,n — 1, vreme izvr$avanja je c(n/4")?

— Za sve cvorove jednog nivoa i dobija se da cena cCitavog nivoa:

3ic(n/4YH)%= (3/16)'cn?

27



... METODA STABLA REKURZIJE ... .

U sledeCem koraku treba odrediti e e - ..
koliko kosta svaki Cvor / \
— Na i-tom nivou ima 3* Cvora TR TR
— Svaki problem se smanjuje za faktor

4 kreCUCi Se Od korena, éto Znaéi da Y '."[71_1 i’tl' Ty () T Ty Ty Ty T Ty ..o Ty T() .’II] ----- HINE O T

svaki ¢vor na dubini i, za
i=0,1,2,..,log,n — 1, vreme izvr8avanja je c(n/4%)?
— Za sve ¢vorove jednog nivoa i dobija se da cena Citavog niova:
3ic(n/4YH%= (3/16)'cn?
— Na najniZzem nivou stabla rekurzije, log, n, ima 31°84™ = nlo8+ 3 gyorova koji
se svaki izvrSava T(1), za ukupnu cenu izvrSavanja: nl°8+3 . T(1), $to je
zapravo 0(n'°843). Zasto? Zato $to je T(1) konstantna vrednost

Na osnovu stabla rekurzije moze se doci do cene (vremena)
izvrSavanja celekupnog stabla rekurzije (samim tim i reSenje
rekurentne jednacine).

Sabira se cena svih nivoa i svih ¢vorova

28



. METODA STABLA REKURZIJE ...

\ an
+ Sabira se cena svih / \
nivoa i ¢vorova ¢ (5’ ¢ (5) C(§)F mmm———
log, n / ‘\
() (&) () () @) () () () () m——m ()
Zx —1 VIV T TR
x—1 I T C
{ T(l) Ttl) T(Il) T(Il) T(Il) Tf]) T(Il) T(l) T(Il) Tfl) T(.l) T(‘l) Tfl) weip O (p'02ad)
Total: O(n?)
T(n) = cn*+ —cn*+ cn® + -+ cn’ + O(n'os
() 16 (16) (16) ( )
log4 n—1 3 i
2 loo, 3
= — | cn” + O(n°
> (55) e+ o)

3/16)%7 — 1
- é/ié) e em)

29



... METODA STABLA REKURZIJE ...

|
 Koristicemo Cinjenicu da imamo / \
smanjivanje u geometrijskoj i P R — e
progresiji (infinite decreasing ... / ‘\
: . : (&) (&) () (R c(B) (B (&) () (L) i (F)
geometric series) | R S 1 G ST S O O
odgovarajuce formule / ‘\ .:/ \ / ‘ / \ / \ / \ / \ / \ / \
Y T(:l) Tgl) Tgl) T(;l) T(:J) Tgl) T(il) Tgl) T(;l) Tgl) T(:l) T(:l) () O %)
logyn—1 3 i —
T(I/Z) — Z (1_6) an _I_ @(i’llog4 3) Total: O(n?)
1=0
o0 3 I
2 logy4 3
< — | cn” + O(n**
>(55) ent + 0w
=0
= Lt O (n'0e47)  k _
1 —(3/16) E,x 1
16, logy 3 k=0
= —cn 4+ 0m)
13
= O0(n?)
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... METODA STABLA REKURZIJE ... L5

Tako smo dosli do pretpostavke da je za rekurentnu jednacinu
T(n) = 3T (E‘) + 0(n?) resenje T(n) = 0(n?)

0(n?) je gornja grani¢na funkcija, ali da li je ona i najbolja ocena?
Jeste! Zasto?

Kako prvi nivo doprinosi sa ®(n?), a kako u najboljem slu¢aju ne
idemo dalje od 1. nivoa, onda je i Q(n?)

Metodom supstitucije se moze dokazati validnost resenja dobijenog
metodom stabla rekurzije

Kako?

Ako je T(n) = 0(n?) gornja granica jednacine T(n) = 3T (E‘) + 0(n?)
onda treba dokazati da je T(n) < dn? za neku konstantu d > 0

31



... METODA STABLA REKURZIJE ;(;3

« Ako je T(n) = 0(n?) gornja granica jednacdine T(n) = 3T (E‘) + 0(n?)
onda treba dokazati da je T(n) < dn? za neku konstantu d > 0

e Zac>0
T(n) < 3T(E‘) + cn?
< 3d E‘z + cn?
< 3d(§)2+ cn?

3
= =dn? + cn?
16 T

< dn?

e poslednja tvrdnja vazid > %c

32
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MASTER METODA ... P

Predstavlja opstu metodu reSavanja rekurentne jednacine tipa

T(n) = aT (3) + f(n),
gdesua = 0ib > 0 konstante, a f(n) asimptotski pozitivna funkcija

Upotreba master metode zahteva pamcenje tri slucaja, ali se njihovom
primenom moze resiti veCina rekurentnih jednacina, vrlo jednostavno,
Cesto i bez olovke i papira (ako je verovati autorima ItA knjige)

Opisuje vreme izvrSavanja algoritma koji deli problem veliCine n na a
potproblema veliCine n/b

n

a potproblema se posle rekurzivno resava, svakiu T (b) vreme

Funkcija f(n) predstavlja vreme deljenja na potprobleme i
kombinovanje resenja potproblema

34



... MASTER METODA ...

+  Striktno govoreci - ne mora biti ceo broj, ali zamena ; sa E‘ ili [ﬂ neée
puno uticati na asimptotsko ponasanje rekurentne jednacine

« Sustina je u poredenju f(n) i nl°8 @

35



... MASTER METODA ...

* Teorema;

Neka sua > 1ib > 1 konstante, neka je f(n) funkcija, i neka je T(n)
definisana nad nenegativnim celim brojevima odredenim rekurentnom

jednaginom: T(n) = aT (g) + f(n) gde se — moZe interpretirati kao E‘

i m . Onda T(n) ima sledec¢e asimptotske granice

1. Ako je f(n) = 0(n'°8 %~€) za neku konstantu € > 0, onda je
T(n) = 0(n'°8» %)

2. Akoje f(n) = 0(n'°8 2), onda je T(n) = 0(n'°8 *logn)

3. Akoje f(n) = Q(n'°8» 2+€) za neku konstantu € > 0, i ako je
a- f(g) < c-a- f(n) za neku konstantu ¢ < 1 i dovoljno veliko n,
ondaje T(n) = 0(f(n))

36



... MASTER METODA ...
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U svakom od navedenih slu¢ajeva, poredimo f(n) sa n'°8» @
Veca od funkcija odreduje asimptotsku granicu, slucajevi 11 3,

Dok u slucaju 2, ako su funkcije jednake, onda mnozimo sa
logaritamskim faktorom, tako da je resenije:

T(n) = ©(n!°8 *logn) = O(f(n) logn)
Treba biti svestan nekih stvari:

— Ne samo da f(n) mora biti manje od n!'°8» ¢, nego mora biti
polinomijalno manje, tj. asimptotski manje za neki faktor n¢, pri
cemu je konstanta e > 0

— U trec¢em sluéaju f(n) mora biti polinomijalno veéa od n'°8» 2 | ali
mora biti zadovoljeniuslova- f (%) <c-a- f(n) (ovo zadovoljava
vecina polinomijalno ogranicenih funkcija koje srecemo)
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... MASTER METODA ... Py

» Postoje situacije koje master metoda ne pokriva:

— Sluéaj izmedu 1i 2, kada je f(n) manja od n'°8  ali ne i polinomijalno
— Sluéaj izmedu 2 i 3, kada je f(n) veée od n'°8  ali ne i polinomijalno
— Slucaj 3 kada uslov u slucaju nije zadovoljen

« U tim sluCajevima master metoda ne moze resiti problem rekurentne

jednacCine

* Master metoda se koristi tako Sto se jednostavno vidi da li se za datu
rekurentnu jednacinu moze primeniti neki od sluCajeva master teoreme
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... MASTER METODA ...

* Primeri:
n
T(n) =97 (3) +n
- a=9ib =3, f(n) = ntako daimamo n'°8 @ = nl°8s = e(n?)

— Kako je f(n) = 0(n'°8397€) gde je € = 1, moZemo primeniti slu¢aj 1
master teoreme, te je T(n) = 0(n?)

2n
T(n)=T <—> +1
3
a=1ib=3/2, f(n) =1 tako daimamo n'°8 @ = o821 = 0 —

— Vazi 2 slugaj master teoreme, f(n) = 0(n'°8 ) = 9(1), te je redenje
T(n) = O(logn)
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. MASTER METODA ... P

n
T(n) =3T (Z) + nlogn

- a=3ib=4, f(n) =nlogn, tako da imamo n'°8 @ = nlog+3 = g(n0793)

— Kako je f(n) = Q(n'°843*€) gde je € ~ 0.2, mozemo primeniti slu¢aj 3
master teoreme, ako dokazemo da vazi uslov a - f (g) <a-f(n),

af (g) =3 (2) log(g) < %nlogn =cf(n), zac =%

— tejeT(n) =0(nlogn)

T(n) = 2T (g) + 0(n)

- a=2ib=2, f(n) = 0(n) tako da imamo n'°8r @ = nlog22 =

— VaZi 2 slu€aj master teoreme, f(n) = 0(n), te je reSenje
T(n) =0(n-logn)
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... MASTER METODA ... P

T(n) = 8T (g) + 0(n?)

- a=8ib=2, f(n) =0(n?), tako da imamo n!°8» @ = nlog28 — n3

— Kako je f(n) = 0(n37¢) gde je € = 1, moZemo primeniti slu¢aj 1 master
teoreme, te je T(n) = 0(n3)

- n3 je polinomijalno vedi od f(n)

T(n) = 7T (g) + 0(n?)

- a=7ib=2, f(n) = 0(n?) tako da imamo n!°8» ¢ = nlos27

— Kako je f(n) = 0(n'°877€) gde je € = 0.8, moZemo primeniti slucaj 1
master teoreme, te je T(n) = 0(n'°87)
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. MASTER METODA P

n
T(n) =2T (E) +n-logn

- a=2ib=2, f(n) =nlogn, tako da imamo nl°8 @ = plog22 = n
— Kaoji slu¢aj master teoreme ovde vazi?

— Slucaj 3, jer je n - logn asimptotski veCe od n

— Dali je dovoljno veliko?

— Nije polinomijalno vece!

— Odnos nfo(:b)a = "lflg" = logn, nije veée od n€ za bilo koju konstantu € > 0

— Rekurenta jednacina pada izmedu sluCaja 2i 3

« Koga zanima, dokaz master teoreme pronaci u knjizi ItA
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PREGLED ALGORITAMA

« Primeri primene zavadi-pa-vladaj algoritama:

— Maksimalni podniz

— Pretrazivanje binarnog stabla

— Stepenovanje brojeva

— Fibonacijevi brojevi

— Mnozenje matrica

— Strassenov algoritma

— VLSI rasporedivanje binarnog stabla u mrezu
— Nalazenje dve najblize tacke
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PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ...

« Pronaci najvecu razliku izmedu dva Clana niza iduci od pocCetka ka
kraju niza bez vrac¢anja (primer kupovine prodaje na berzi)

i(l)g /h\ /T ~ T~
90 \/ \ /\/ \ S~

80 v N\ / \,/
0 N/
\/
60 [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Day | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Price 100 113 110 85 105 102 8 63 81 101 94 106 101 79 94 90 97
Change 13 -3 =25 20 -3 —-16 —=23 18 20 -7 12 -5 =22 15 —4 7
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... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ...

Kakav bi bio direktni pristup?

Nadi najmanju vrednost, pa kreni u desno i trazi najvecu razliku

Nadi najvecu vrednost, pa kreni u levo i trazi najvecu razliku

Da li je to najbolje reSenje? Da li je to uopste resenje?

11

NI\

O 9 o ©
_~

=47
@
=
=
7q
(@)
[E—
|
~
W
|
~

« Odigledno nije uvek resenje!
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... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ... P

- Sta bi bio brute force?

* Probaj svaki par, pa uzmi onaj sa najvecom razlikom!
» Niz on n elemenata ima (}) takvih parova

« Koliko nam for petlji treba za ovo?

- DVE!

» Kaoliko je asimptotsko vreme izvrSavanja?

+ Za(3) je 6(n?)

* U najboljem slucaju nam treba da evoluiramo svaki par u konstantom
vremenu Q(n?)

* Moze li bolje?
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... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ...

(
)
(%

Bolji nacCin je putem rekurzije

Prvo treba modifikovati problem i iskazati ga kao niz razlika izmedu
I-tog 1 1-1 — 0g

Na Sta se sada svodi problem?

Sada se problem svodi na pronalazenje nepraznog, najduzeg podniza
Cija suma elemenata ima najvecu vrednost

| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A|13|-3([25120]|-3|-16(-23|18 |20 |-7(12|-5|-22|15|-4]| 7
~—

podniz €ija suma elemenata je najveca (43)

Na prvi pogled ova transformacija nije pomogla (ne ako se koristi
brutalni pristup)

| dalje mora da se proveri (*,*) parova, $to i dalje daje ©(n?)

Zasto? 49



... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ... P

« Zasto je trazenje najvecCeg podniza takav izazov?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A|13|-31|-25120|-3|-16|-23{ 18|20 |-7|12|-5|-22|15|-4| 7

« Da su sve vrednosti pozitivhe, da li bi bilo izazovno?
« Hajde da razmislimo kako ovo boze efikasnije?

» Koju tehniku prou¢avamo?

* Podeli-pa-zaviadaj!

« Kako se moze podeliti niz?

 Da, po sredini!

* Kaoji je problem?

 Gde se nalazi reSenje?

50



... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ... P

« Ako niz A[low ... high] podelimo na dva podniza, A[low ...mid] |
Almid + 1...high]|

« (Gde se nalazi najveci podniz?
« U jednoj od tri moguce kombinacije:

— Ceo se nalazi u podnizu A[low ...mid], low < i < j < mid
— Ceo se nalazi u podnizu A[mid + 1 ...high]| , mid < i < j < high

— Prelazi preko sredine, malo u podnizu , low <i < mid < j < high

crosses the midpoint

—
low mid high

~— mid + 1 ~—
entirely in A[low .. mid] entirely in A[mid + 1. . high]
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... PROBLEM NAJVEGEG PODNIZA ... N

Taj podniz treba bude najveci u odnosu na bilo koji drugi podniz bez
obzira da li je u donjem, gornjem delu ili sredini

Najveci podniz u A[low ...mid] ili Almid + 1 ... high] je lako nadi,
primenom rekurzije

Najveci podniz u preseku nizova A[low ...mid] i Almid + 1 ... high]|
moze se lako pronaci u linearnom vremenu

Pronalazenje najveceg niza u preseku nizova nije manji potproblem
originalnog problema

Zasto?

Jer postoji ograniCenje da podniz mora da prelazi polovinu
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... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ... P

* Najvedi niz u preseku nizova uvek ima dva dela, jedan iz A[low ... mid]
| jedan iz Ajmid + 1 ... high] , to su podnizovi A[i ... mid] |
Almid +1..j],gdesulow <i <mid < j < high

Almid +1.. ]
low i mid ————— high

Ali .. mid]

« U sustini samo treba da se pronadu ta dva podniza i da se oni
kombinuju u jedan
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... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ...

FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY (A4, low, mid, high)

1 left-sum = —o0

2 sum =0

3 fori = mid downto low
4 sum = sum + Ali]
5 if sum > left-sum

6 left-sum = sum
7 max-left = i

8 right-sum = —o0

9 sum =0
10 for j = mid + 1 to high

11 sum = sum + Al J]
12 if sum > right-sum
13 right-sum = sum
14 max-right = j

15 return (max-left. max-right. left-sum + right-sum)
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... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ... P

. Koje je vreme izvréavanja ovog FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY (4, low, mid, high)

algoritma?

1 left-sum = —o0
sum = 0
for i = mid downto low

2
: ) . 3
« Ako niz A[low ... high] ima n 4 sum = sum + A[i]
elemenata, n = high — low + 1 5 if sum > left-sum
6
7
8

left-sum = sum

* Vreme da se izvrSi svaka for . max-left = i
petlja je ©(1), tako da samo g e = e
treba prebrojati broj izvrsavanja 10 for j = mid + 1 to high
for petlj 2 i rgh
« Od 3 -7 koraka ima » ;iii’rjgz o
mid — low + 1 iteraCija, 15 return (max—le{ﬁ, max-right, left-sum —+ right-sum)

aod 10 — 14 high — mid koraka
(mid — low + 1) + (high — mid) = high—low+1=n
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... PROBLEM NAJVECEG PODNIZA ...

FIND-MAXIMUM-SUBARRAY (A, low, high)

1 if high == low
2 return (low, high, A[low]) // base case: only one element
3 else mid = |(low + high)/2]
4 (left-low, left-high, left-sum) =
FIND-MAXIMUM-SUBARRAY (A, low, mid)

5 (right-low, right-high, right-sum) =
FIND-MAXIMUM-SUBARRAY (A, mid + 1. high)
6 (cross-low, cross-high, cross-sum) =

FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY (A, low, mid, high)

7 if left-sum > right-sum and left-sum > cross-sum

8 return (left-low, left-high, left-sum)

9 elseif right-sum > left-sum and right-sum > cross-sum
10 return (right-low, right-high, right-sum)
11 else return (cross-low, cross-high, cross-sum)
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... PROBLEM NAJVEGEG PODNIZA ... N

Vreme izvrsavanja ovog algoritma
Osnovni slu€aj, kadajen =1 jelinijja l, T(n) = (1)

Kada je n > 1 svaki problem se deli na 2 potproblema koji je veliCine
n/2, te treba T(n/2) vremena da bi se reSio

Znaci trazenje najveceg podniza na dve strane traje 2T(n/2)

U svakoj iteraciji postoji i vreme potrebno da se odredi presecni niz
koje smo pokazali da je O(n)

| na kraju vreme potrebno da se to sve kombinuje, koje je konstantno i
linearno 6(1)

Kada se sve to sabere dobija se:
T(n) = O(1) + 2T (g) +0(n) +0(1) = 2T (g) +0(n)

Koje je resenje za ovu rekurentnu jednacinu?
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.. PROBLEM NAJVECEG PODNIZA

T(n) = 2T (g) +om)

- a=2ib=2, f(n) = 0(n) tako da imamo n'°8r @ = nlog22 =

— Vazi 2 slu€aj master teoreme, f(n) = 0(n), te je reSenje T(n) =
O(n-logn)

« Dalije reSenje bolje od brutalnog pristupa?
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STEPENOVANJE BROJA ...

« Kaoji je problem?

a, gdejeneN

« Naivni pristup?

a-a-----aitako n puta, tj. jedna for petlja

« Koliko je vreme izvrSavanja?

o(n)
« Bolje reSenje?

* Rekurzija
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... STEPENOVANJE BROJA

« Kako da podelimo problem?

am = a™/% . a2 , Za parno n
a®D/2. q-1)/2.q | zaneparnon

« Koliko je vreme izvrSavanja?
T(n) =T (g) + 0(1), drugi slu¢aj master teoreme
T(n) = 0(logn)
« Zasto?
n
T(n) =T (E) +0(1)

- a=1ib=2, f(n) = 0(1) tako da imamo n'°8»@ = plog21 = 1

— VaZi 2 slu€aj master teoreme, f(n) = 0(1), te je reSenje T(n) = O(logn)
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MNOZENJE MATRICA ...

 Mnozimo dve matrice i rezultat piSemo u trecu
» Ulaz: A|a;| iB|b;j|,zai,j=1,2,..,n

+ Ulaz: C[ci], zaij=1,2,..,n
[011 Cln] [011 aln] b1y - bin
Ch1 " Can An1  ° Qpn _bn1 o bnn_

n
Cij = z aij - by

k=1
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... MNOZENJE MATRICA ...

« Kako izgleda standardni algoritam?

SQUARE-MATRIX-MULTIPLY (A4, B)

1 n = A.rows
2 let C be anew n X n matrix
3 fori = 1ton

4 for j = 1ton

5 Cij = 0

6 fork = 1ton

7 cij = Cij + aix - bx;
8 return C

« Koje je vreme izvrSavanja?
e O(n?)

o« Zasto?
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.. MNOZENJE MATRICA ...

* Moze li bolje?
- Zavadi-pa-viadaj?
 Moze ovako?

« Matrica n*n se moze podeliti na 2*2 matrice od (n/2)(n/2) podmatrica

el

¢ = A - B
r =ae+bg )
s =af + bh 8 mnozenja (n/2)*(n/2) podmatrica (rekurzija)
| >
I =ce+dg 4 sabiranja (n/2)*(n/2) podmatrica
u =cf +dh_
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... MNOZENJE MATRICA ...

SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A, B)

1 n = A.rows

2 let C be anew n X n matrix

3 ifn==1

4 c11 = dy - by

5 else partition A, B, and C as in equations (4.9)

6 C,1 = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A4,;. B;;)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A5, Bs)

7 Ci2 = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A,;, Bi3)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A2, B>>)

8 (51 = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A4,;. Bi1)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A5, Bs)

9 (> = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A45;, Bi3)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A2, B>5)

10 return C
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... MNOZENJE MATRICA

« Koliko je vreme izvrSavanja?
n
T(n) = 8T (E) + 0(n?)

- a=8ib =2, f(n) =n? tako da imamo n'°8» @ = plog28 = 3
— Kako je f(n) = 0(n?), moZemo primeniti slu¢aj 1 master teoreme,
te je T(n) = 0(n3)

* | nije neko poboljsanje ...
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STRASSEN ALGORITAM ... Py

» Modifikacija rekurzivnog pristupa

« Umesto da se koristi 8 rekurzivninh mnozenja nad (n/2)*(n/2) matrica,
koristi se 7 rekurzivnih mnozenja

» |zbacivanje jednog mnozenja rezultuje u povecanju broja sabiranja i
dodavanju par oduzimanja

— Ipak, to su sve samo dodatne konstante operacije

« Kako algoritam funkcionise?

C_<C11 Clz)_(P5+P4—P2+P6 P,+ P, )

Aqq A12) (311 B12)
A= ( B = C=A-B
Ay Ay B,1 By
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... STRASSEN ALGORITAM ... P

Drugi korak oCekuje pravljenje 10 novih (n/2)*(n/2) matrica nekom
kombinacijom (sabiranjem/oduzimanjem) (n/2)*(n/2) podmatrica
dobijenih deljenjem inicijalnih matrica u prvom koraku

— Pravljenje ovih 10 matrica traje ©(n?)

51 =B12 — By S¢ = B11 + By»
S2 =Aq11 + A S7=A12 — Az
S3 = Az1 + Az Sg = B21 + By
5S4 =B21 —B1x Sg = A11 — A2y

S5 = Aq1 + A4y S10 = B11 + By>
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... STRASSEN ALGORITAM ... P

« Treci korak podrazumeva rekurzivno pravljenje 7 novih (n/2)*(n/2)
matrica primenom matrica iz koraka 11 2

Py =A11-51 =411 B12 —A11 - By
P; =51 Bz = Aq1Byz +Aq2 - By
P3 = S3-Bq1 = A21°B11 + 422 - B1y
Py = A3 54 = Az B31 — Az By
P5s =S5-S¢ =A11"B11 +A11 B3z + A2z - Byy + A2 - By
Pg=S7-Sg =A12 " By1 +A12 - Bz —Azz - Bzy — Az - By

P; =89:510 =A11'B11 + A11-B12 — A1 - B11 — A1 B3

72



... STRASSEN ALGORITAM ... P

« Cetvrti korak je izradunavanje matrica €41, C12, C1, C25 Sabiranjem i
oduzimanjem raznih kombinacija P; matrica

— Vreme izvravanje ovih operacija je ©(n?)
Ci1=Ps+Py— Py + Pg=(A11-Byz + 412 - B21)
Ci2 = P1+ Py = (A11° B2 + A1z - B22)

C21 = P3+ Py = (Az1-B11 + A2 B21)

Cy2 =Ps+ Py —P3—P;= (433 B33 + A3, -By3)
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... STRASSEN ALGORITAM ...

» Koliko je vreme izvrSavanja algoritma?
— Korak 1 -0(1)
— Korak 2 — 0(n?)
— Korak 4 — ©(n?)
— Korak 3 ?
» Koliko imamo rekurzivnih mnozenja?
7
» Koliko se smanjuje problem?
2

v n
 ZnaCi 7T (E)
« Kombinujuci sve korake dobijamo:
n
—) + 0(n?)

T(n) = 77(2
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... STRASSEN ALGORITAM L5

T(n) =7T (g) + 0(n?)

- a=7ib=2, f(n) =n?tako daimamo n!°8 @ = nlog27 ~ n281

— Kako je f(n) = 0(n?), moZzemo primeniti slu¢aj 1 master teoreme,
te je T(n) = ©(nl°87)

Na prvi pogled ovo ne deluje kao znacCajno unapredenje u odnosu na
0(n?), ali kako se radi o razlici u eksponentu, uticaj na vreme
izvrSavanja je znacajan

Na savremenim racunarima za sve vrednostin > 32 Strassenov
algoritam pobeduje klasiCan pristup u mnozenju matrica
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BINARNA PRETRAGA ... 23

Neka je (x4, x5, ..., x,;) niz realnih brojeva takavdaje x; < x, < - < x,,

Za zadati realni broj z treba ustanoviti da li se pojavljuje u nizu, a ako je
odgovor "da", potrebno je pronaci indeks i takav da je x; = z

Zbog jednostavnosti, trazimo samo jedan indeks i takav da je x; = z

U opstem slucCaju cilj moze da bude pronalazenje svih takvih indeksa,
najmanjeg ili najveceg medu njima i slicho

Ideja je prepoloviti prostor koji se pretrazuje tako sto se najpre proveri
srednji ¢lan niza

Pretpostavimo zbog jednostavnosti da je n paran broj. Ako je z manje

od x», ., onda z moze biti samo u prvoj polovini niza; u protivnom, z
2

moze biti samo u drugoj polovini niza
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... BINARNA PRETRAGA ... &

» Pronalazenje z u prvoj ili drugoj polovini niza je problem sa veliCinom
ulaza n/2, koji se reSava rekurzivno

« Bazni slucaj n = 1 resava se neposrednim uporedivanjem broja z sa
elementom

BINARRY-SEARCH(X, n, z)

1:return FIND(z, X, 1, n)
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. BINARNA PRETRAGA ...

FIND(z, X, Left, Right)

1:if Left = Right then

2
3
4
5
6:
7
8
9

10:

if X[Left] = z then
return Left
else return ©

:else

MiddlLe = [(Left+ Rigt)/2]
if z < X[Middle] then

return FIND(z, X, Left, Middle-1)
else

return FIND(z, X, Middle, Right)
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... BINARNA PRETRAGA P

Posle svakog uporedivanja opseg mogucih indeksa se polovi, pa je
potreban broj uporedivanja za pronalazenje zadatog broja u nizu
veliCine n jednak O(logn)

Ova varijanta binarne pretrage odlaze proveru jednakosti do samog
kraja; alternativa je provera jednakosti sa z u svakom koraku

Problem sa prikazanom varijantom je u tome Sto se pretraga ne moze
zavrsiti pre nego Sto se opseg za pretragu suzi na samo jedan broj

Prednost joj je pak da se u svakom koraku vrSi samo jedno
uporedivanje

Ovakva pretraga je zbog toga obicno brza

lako je jednostavnije napraviti rekurzivni program, ovaj program nije
teSko prevesti u nerekurzivni

Binarna pretraga nije tako efikasna za male vrednosti n, pa je tada
bolje zadati niz pretraziti linearno, clan po Clan
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NALAZENJE DVE NAJBLIZE TACKE P

» Pretpostavimo da su zadate lokacije n objekata | da je zadatak
proveriti da li medu njima postoje dva objekta, koji su preblizu ili blizu
jedan drugog

» Ovi objekti mogu biti, na primer, delovi mikroprocesorskog Cipa, zvezde
u galaksiji ili sistemi za navodnjavanje

* Problem: U zadatom skupu od n taCaka u ravni pronaci dve koje su na
najmanjem medusobnom rastojanju

« Na istim koordinatama moze se naci samo jedna taCka i koordinate su
diskretni celi brojevi

* Rastojanje se raCuna kao: d = \/(xl —x, )2+ (y; —y,)?

« Slicni ovom su problemi nalazenja najblize tacke (ili k najblizih taCaka)
za svaku taCcku zadatog skupa, ili nalazenje najblize tacke novododatoj
tacki
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DIREKTNI PRISTUP bE

« Dva moguca resenja:
1. Mogu se izracunati rastojanja izmedu svake dve tacke, i zatim pronaci
najmanje medu rastojanjima

n(n-1) n(n-1)

-1

— To obuhvata izraCunavanja rastojanja i

uporedivanja
2. Direktno induktivno resenje moglo bi se zasnivati na uklanjanju jedne
taCke, reSavanju problema za n — 1 taCaka, i dodavanju nove tacke

— Medutim, jedina korisna informacija koja se dobija reSavanjem
problema za n — 1 taCaka je minimalno rastojanje, pa se moraju
proveriti rastojanja nove tacke do svih prethodnih n — 1 tacak

— Zbog toga ukupan broj T(n) izraCunavanja rastojanja za n taCaka
zadovoljava diferencijalnu jednainuT(n) =T(n—1) + n — 1,
T(2) = 1, &ije je re$enje T(n) = (n?)
« Dva opisana resenja sustinski su ekvivalentna. Cilj je pronaci efikasniji
algoritam za velike n
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PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

X
- /
(Y

Ne gleda se svaka tacka pojedinacno, veC se skup tacaka deli na dva
dela

Problem se svodi na dva potproblema veliCine g tacaka

TeZi se da se iz manjih delova dobije Sto viSe korisnih informacija, ;.
da Sto viSe tih informacija vazi i za kompletan problem

Sta ovde koristiti za podelu problema?

Podeliti taCke ravnom, tako da dobijemo dva disjunktna dela, tako da
svaki od njih sadrzi polovinu tacaka

Nakon Sto se pronadu najmanja rastojanja u svakom delu, potrebno je
jos razmotriti rastojanja izmedu taCaka bliskih granici skupova
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

S

Najjednostavniji naCin podele je sortirati taCcke prema (na primer) x-
koordinatama i podeliti ravan pravom paralelnom sa y-osom, koja deli
skup na dva jednaka dela

ako vise taCaka lezi na pravoj podele, taCke se mogu na proizvoljan
nacin razdeliti izmedu skupova

Na ovaj naCin maksimalno se pojednostavljuje objedinjavanje resenja
manjih problema

Sortiranje treba izvrsiti samo jednom

Zbog jednostavnosti ograniCavamo se na nalazenje vrednosti
najmanjeg rastojanja izmedu tacaka (a ne i para taCaka za koje se ono
dostize)

Sta tu treba da se doda?
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

X
- /
(Y

Neka je P skup taCaka

Najpre se skup P deli na dva podskupa P4 i P, Cije se veli€ine razlikuju
najviSe za jedan (ako je njihov broj neparan)

Najmanje rastojanje u svakom podskupu pronalazi se na osnovu
Induktivne hipoteze

Neka je d; minimalno rastojanje u P4,
a d, minimalno rastojanje u P,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
| -
|
|
I
|
|
I
|
|
I

Bez smanjenja opstosti moze se . °

pretpostavitida je d; < d, — ®le d
a:

Potrebno je pronaci najmanje rastojanje u 2. ¢

celom skupu, odnosno proveritida li u P4 . !

postoji taCka na rastojanju manjem od d4 SR

od neke taCcke u P, dy dy

Dovoljno razmatrati taCcke u traci Sirine 2d, simetriCnoj u odnosu na
pravu podele 88



... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

Ostale taCke ne mogu biti na rastojanju manjem od d; od neke tacke iz
drugog podskupa

Ovim zapazanjem, moze se eliminisati dosta veliki broj tacaka

Za proizvoljnu tacku p u traci
postoji samo mali broj taCaka u
suprotnoj traci Cije rastojanje
moze biti manje od d4

U sustini to su sve tacke iz :
pravougaonika R $irine d | E R
visine 2d4 pri Cemu je centar
tog pravougaonika u pravoj :
koja prolazi kroz tacku p E

Koliko taCaka moze biti u R ako
je njihova udaljenost najmanje
d,?
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

(
)
(%

Jos malo ovo da analiziramo... e 0.7dy ke 0.7d
| °
Vazi é—i <0.7,1nekaje y, 0_1
y-koordinata tagke p | il o
Mozemo napraviti pravougaonik U_g_r,f,;l ®
visine 2.1d4 < %Edl i Sirine ! '0.351 .
1.4d, < +/2d,, tako da naleze ° f
na pravu podele i da mu je o
y-koordinata preseka dijagonala | ®
jednaka y,, o N

Podelimo pravougaonik jednom
vertikalnom pravom i sa dve g 2
horizontalne prave na Sest jednakih kvadrata stranice 0.7d4

(kojima je dijagonala manja od d!)
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

X
- /
(Y

U svakom od malih kvadrata moze se naci najvise jedna tacka, jer je
rastojanje bilo koje dve tacke u kvadratu manje od d4

Sve taCke u drugom podskupu, koje su na rastojanju od p manjim od
d, oCigledno se moraju nalaziti u pravougaoniku

Dakle, u drugom podskupu se moze nalaziti najviSe Sest taCaka na
rastojanju od p manjem od d4

Tacka kandidat sa y-koordinatom y,, mora da zadovolji i uslov
|yp — yq| < dq, pa se mora nalaziti u jednom od 6 kvadrata

Ako su sve taCke u traci sortirane prema y-koordinatama i pregledaju
se tim redom, dovoljno je za svaku taCcku proveriti rastojanje osam
suseda u suprotnoj traci, Cetiri ispod i Cetiri iznad (a ne od svihn — 1
taCcaka u najgorem slucaju)
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

« Sam algoritam

NAJBLIZI-PAR-ALG(P)

1: SORTIRANJE-PO-X(P)

P.lengt h
2 )

+ 1..P.length]

2: d = NAJBLIZI-PAR(P,1, P.length)

P.lengt h], P[

P.lengt h

3: //P[1..
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ... .2?

« Sam algoritam

NAJBLIZI-PAR(P,poc,sred, kraj)

1: if (kraj —poc) =1 then
2: return DIST(P|[poc], P[kraj])

d
3: d; = NAJBLIZI-PAR(P,poc,——,sred)

kraj —(sred +1) kraj)

4: d, = NAIBLIZI-PAR(P,sred + 1, >

5: d = mlnfédl, dz)
6: 5, = PREUZMI-TACKE-KOD-PRAVE-PODELE(P,poc,sred, kraj,d)

7: SORTIRANJE-PO-Y(S, )

8: d = ODREDI-NAJMANJE-RASTOJANIE-U-TRACI(S,,d)
9: return d
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI ...

« Sam algoritam

PREUZMI - TACKE-KOD-PRAVE-PODELE (P, poc, sred, kraj, d)

1: j=1

2: for [ =poc to kraj

3: if |Pli].x — P[sred].x| < d
4: Sylj1 = Pli]

5: j=j+1

6: return S&
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... PRISTUP ZASNOVAN NA REKURZIJI

« Sam algoritam

ODREDI-NAJMANJE-RASTOJANJE-U-TRACI (Sy, d)

1: for i=1 to §,.length
2: j=i+1
3: while j < §,.length and S,[il.y —S,[jl.y <d

4: // ova petlja se ne izvrSava visSe od 6 puta

if pIsST(S, [i], S, [j]) <d
6: d - DIST(Sy [l],Sy [.]])

7: return d
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KOMPLEKSNOST RESENJA ... ;)

Sortiranje slozenosti O(n - logn)
izvrSava se samo jednom

Eliminacija taCaka van centralne trake
moze se izvesti za 0(n) koraka

Za sortiranje taCaka u traci po
y-koordinatama u najgorem slucaju
potrebno je O(n - logn) koraka

Potrebno je 0(n) koraka da se
pregledaju taCke u traci, i da se provere
rastojanja svake od njih od konstantnog
broja suseda u sortiranom redosledu

NAJBLIZI-PAR-ALG(P)

1: SORTIRANJE-PO-X(P)

Plengt h
2: d = NAIBLIZI-PAR(P,1,—"—

1, Pl
NAJBLIZI- PAR(P, poc, sred, kraj)

1: if (kraj —poc) =1 then
2: return DIST(P[poc], P[kraj])

,P.length)

P. lengt h P. lengt h

3: //P[1.. +1..P.length]

d
3: dy = NAJBLIZI-PAR(P, poc, ==, sred)

kraj — d .
4: dy, = NAJBLIZI-PAR(P, sred + I,M,Iﬂ”aj)

5: d= mlnfdl, dz)
6: S, = PREUZMI-TACKE-KOD-PRAVE-PODELE(P,poc,sred, kraj,d)
7: SORTIRANIE-PO-Y(S,)

8: d = ODREDI-NAIMANJIE-RASTOJANIE-U-TRACI(S,,d)

. v — wags v n.
Da bi se resSio problem veliCine n, treba resiti dva potproblema veliCine 5|

izvrSiti O(n - logn) koraka za kombinovanje njihovih reSenja (plus O(n - logn)
koraka za jednokratno sortiranje taCaka po x-koordinatama na pocetku)
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. KOMPLEKSNOST RESENJA

Dobijamo rekurentnu jednacCinu:

n
T(n) < 2T (E

pri ¢emu u T(n) nije uklju¢eno pocetno
sortiranje po x-koordinatama

) + cnlogn,T(2) =1

Indukcijom se pokazuje da je resenje:
T(n) < cn-log?n,

naime za g dobija se:

r(3)<<3)er )

zan > 2vazi

NAJBLIZI-PAR-ALG(P)

1: SORTIRANJE-PO-X(P)

Plengt h
2: d = NAJBLIZI-PAR(P,1,~——"—

1. P[
NAJBLIZI- PAR(P, poc, sred, kraj)

1: if (kraj —poc) =1 then
2: return DIST(P[poc], P[kraj])

,P.length)

P. lengt h P. lengt h

3: //P[1.. +1..P.length]

d
3: dy = NAJBLIZI-PAR(P, poc, ==, sred)

IN

d, = NAIBLIZI-PAR(P,sred + 1,
d= mln_fdl, dz)
S, = PREUZMI-TACKE-KOD-PRAVE-PODELE (P, poc, sred, kraj,d)

kraj —(sred +1) .
————— kraj )

SORTIRANIE-PO-Y (S, )

0 N o wun

d = ODREDI-NAIMANJE-RASTOJANJE-U-TRACI(S,,d)

T(n) <cn-(ogn—1)?+cn-logn = cn(log?n—logn+1) < cn-log?n

SloZenost 0(n - log? n) je asimptotski bolja od kvadratne
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ALGORITAM SLOZENOSTI O(n - logn) ...

&f“\{\‘
Vv

U toku objedinjavanja reSenja potproblema izvodi se O(n - logn)
koraka zbog sortiranja tacaka po y-koordinatama

|ldeja je da se trazenje najmanjeg rastojanja objedini sa sortiranjem po
y-koordinatama

To znaCi da Ce svaki podniz vec biti sortiran i da prilikom njihovog
objedinjavanja treba ukomponovati dva sortirana podniza u jedan niz

Ovo jako li¢i na MERGE sortiranje, ali ovde nije potrebno izvesti
kompletno sortiranje, nego samo objedinjavanje dva vec sortirana
podniza

Kako se objedinjavanje sortiranih podnizova izvodi za 0(n) koraka,
diferencijalna jednacina za slozenost (bez poCetnog sortiranja po -
koordinatama) postaje

T(n) < zr(g) +en,T(2) =1

Njeno resenje je O(n - logn) 98



... ALGORITAM SLOZENOSTI O(n - logn) P

NAJBLIZI-PAR-ALG(P)

1: Sortirati tacke prema x-koordinatama

2: //ovo sortiranje izvr3ava se samo jednom, na pocetku

3: Podeliti skup na dva istobrojna podskupa

4: Rekurzivno izvr3iti sledece

5: Izracunati minimalno rastojanje u oba podskupa;

6: Sortirati tacke u svakom delu prema -koordinatama;

7: //0bjediniti dva sortirana niza u jedan; Objedinjavanje se
mora izvrs$iti pre eliminacije; sledecem nivou rekurzije mora
se isporuciti sortiran kompletan skup}

8: Neka je d manje od dva minimalna rastojanja

9: Eliminisati tacke koje su na rastojanju vecem od d od prave
podele

10: Za preostale tacke proveriti njihova rastojanja od 4
prethodne i 4 naredne tacke iz suprotne trake

11: if neko od ovih rastojanja manje od d

12: popraviti d
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