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VREME IZVRSAVANJA ALGORITMA e

* lako je moguce za neke algoritme odrediti tacno vreme izvrsavanja, to
nije prakticno (previSe sitnih koraka o kojima treba voditi raCuna)

« Dobar uvid u slozenost algoritma zasniva se na pravoj meri
pojednostavljenja njihove analize

« Analiza algoritma pojednostavljuje se do krajnjih granica kako bi se
pravilno odredilo asimptotsko vreme izvrSavanja algoritma
— Vreme izvrSavanja algoritma samo za veliki broj ulaznih podataka
* Ne interesuje nas apsolutno tacno vreme izvrSavanja nekog algoritma,

veC samo to koliko brzo raste vreme izvrSavanja algoritma sa
povecanjem veliCine ulaza algoritma

« UobicCajeno algoritam koji je asimptotski efikasniji je ujedno najbolji
Izbor za vecinu sluCajeva, osim kada je ulaz mali



ASIMPTOTSKO VREME IZVRSAVANJA ... 2

Prilikom analize algoritama mogu se dobiti vrlo komplikovane funkcije
za njihova vremena izvrsavanja

- T;(n) = 10n3 + n% + 40n + 80
- T,(n) =17nlogn — 23n + 10
|zrazi mogu biti jos komplikovaniji
Da li slozenost funkcije zamagljuje sliku o odgovaraju¢em algoritmu?

Da li na osnovu T,(n) i T,(n) mozemo zakljuciti koji je od dva algoritma
brzi?

Nacrtati funkcije za T,(n) i T,(n) i uporediti ih (videti za razliCite n
argumenta koja funkcija ima manje vrednosti)

Da li je to prakticho?

Ali nije ni potrebno u analizi algoritama



... ASIMPTOTSKO VREME IZVRSAVANJA ...
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Zasto nije potrebno crtati i analizirati cele funkcije?
- T;(n) = 10n3 + n? + 40n + 80
- T,(n) =17nlogn — 23n+ 10

Zan =1 000 000, koliko je Ty(n)iT,(n) ?

— T,(1000000) = 10 000 001 000 040 000 000
— T,(1000000) = 79 000 010

A koliko je n3inlog(n) ?

— (1000000)2 =1 000 000 000 000 000 000
— 1000000 * 10g(1000000) = 6 000 000

Upravo se zbog toga kaze za funkciju T,(n) da je reda veli€¢ine n3, dok
se za funkciju T,(n) kaze da je reda veliCine n - log(n), ali se za n
podrazumeva da je to neka jako velika vrednost
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« Analiza se pojednostavljuje tako Sto se za vreme izvrSavanja nekog
algoritma uzima funkcija koja za velike vrednosti njenog argumenta
najbolje aproksimira tacnu funkciju vremena izvrSavanja tog algoritma

« To priblizno vreme izvrSavanja se naziva asimptotsko vreme
izvrSavanja

 To je mera brzine rasta taChog vremena izvrSavanja algoritma sa
povecanjem broja njegovih ulaznih podataka

Ovo pojednostavljivanje analize opravdano je iz tri razloga:

— Brzina je vazna kada je broj ulaznih podataka velik

— Za dovoljno velike ulaze brzinom izvrSavanja algoritma preovladuje
njen dominantni monom

— Jednostavna funkcija za vreme izvrSavanja se uzima bez konstanti,
jer taCna vrednost konstante uz dominantan monom nije znacajna
za racunare razliCite snage



... ASIMPTOTSKO VREME IZVRSAVANJA ...

« Dominantni monom preovladuje funkcijom vremena izvrSavanja, pa se
zato moze recida je T,(n) =n3iT,(n) =n log(n),

T(n) N
T,(n)y g n’ T,(n) n-logn




... ASIMPTOTSKO VREME IZVRSAVANJA ...
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Pretpostaviti da imamo 3 algoritma A1, A2 i A3 Cija su vremena
izvrSavanja data funkcijama 2", 5n?, 100n

RazliCite vrednosti funkcija za razliCite ulazne vrednosti n, kao i vreme
izvrSavanja na ra¢unaru koji izvrSava 106 instrukcija u sekundi:

n 2" 5n?  100n n Al A2 A3

2 5 100 1 |lgs  Sps 100ps
10 1024 500 1000 10 Ims 0,5ms 1ms
100 | 2100 5000 10000 100 (2% 0,05s 0,01s
1000 | 21000 5.10% 100000 1000 |2°%g 5s 0,1s

Vidi se da asimptotsko vreme dovoljno dobro procenjuje slozenost
Dovoljno je reéi da je asimptotsko vreme: 2", n?, n

Uvode se specifiche asimptotske notacije



... ASIMPTOTSKO VREME IZVRSAVANJA ... <
Duagan dv D — Teorij algorilama

» Pojednostavljenom analizom algoritma dobija se nekoliko standardnih
funkcija koje najéeSc¢e opisuju vremena izvrSavanja algoritma

« Dobro je znati ove Funkcija Neformalno ime
funkcije, jer olaksavaju 1 Konstantna funkcija
analizu kompleksnosti . -
. vy log n Logaritamska funkcija
algoritma (brzi i laksi -
uvid u performanse Vn Korenska funkcija
algoritma) n Linearna funkcija
e Prema brzini rasta, nlogn Linearno-logaritamska funkcija
poredane od najbrzih n2 Kvadratna funkcija
ka najsporijim: ns Kubna funkcija
il Subeksponencijalna funkcija
2" Eksponencijalna funkcija
n! Faktorijal




... ASIMPTOTSKO VREME IZVRSAVANJA P

« Brzina algoritma je bolja ukoliko se njegova funkcija vremena
izvrSavanja nalazi brze vrhu tabele

« Algoritam je brzi ukoliko je njegova asimptotska funkcija rasta manja, tj.
ako je stepen rasta sporiji

I(n) 4 22 W n nlnn n
Funkcija Neformalno ime
1 Konstantna funkcija
log n Logaritamska funkcija In
n Linearna funkcija
nlogn Linearno-logaritamska funkcija

n? Kvadratna funkcija

n’ Kubna funkcija

" Eksponencijalna funkcija
>
n 9
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Algoritme uporedujemo prema njihovim funkcijama asimptotskog
vremena izvrSavanja

Sto je asimptotska funkcija manja, algoritam je brzi
Za mnogo sluCajeve je jasno kada je funkcija manja od druge

Za slozenije sluCajeve je potrebno imati preciznu definiciju toga Sta se
podrazumeva kada se tvrdi da je neka funkcija manja od druge

Asimptotska notacija omogucava da se na precizan na€in uvede
relativni poredak za funkcije

Asimptotske notacije se koriste da upravo oznace na koje se vreme
odnose (npr. worste-case) ali i na izvrSavanje u bilo kom vremenu

Opisuju se i definiSu ,suvom” matematikom

12



... ASIMPTOTSKE NOTACIJE ;)

» Postoji nekoliko asimptotskih notacija:

— O-notacija (veliko 0)

— ©-notacija (veliko teta)

— Q-notacija (veliko omega)
— 0-notacija (malo o)

— w-notacija (malo omega)

« U praksi se najvise koristi O-notacija, jer ju je najlakSe dokazati i
odrediti

« Za sve funkcije u asimptotskim notacijama vazi da su pozitivne,
nenegativne funkcije, sto vazi i za njihove argumente

— Posmatra se skup funkcija koje preslikavaju skup prirodnih brojeva
u skup nenegativnih realnih brojeva

o« Zasto?

13



O-NOTACIA ... P

Koristi se za precizno definisanje svojstva da je neka funkcija manja od
druge

Ako za 2 funkcije f i g kazemo da je f manje od g, onda se intuitivho
misli da je f(n) < g(n), za sve vrednosti argumenta n

Zahtev nije toliko strog, tj. ne mora biti za sve vrednosti od n, za
asimptotsko ponasanje funkcije, dovoljno je da reci da je f(n) < g(n), za
sve osim za konaCho mnogo vrednosti argumenta n

Zasto?

Nas zanima rast funkcije, tj. kako se ona ponasa kada raste n, tako da
u poCetku funkcija f ne mora biti manja od g

O-notacija, f(n) = O(g(n)) upravo predstavlja zapis kojim se predstavlja
svojstvo da je funkcija f manja od funkcije g, tj. da funkcija g dominira
nad funkcijom f

14



... O-NOTACIJA ...

Definicija:

Za dve nenegativne funkcije f, g: N—>R" kazemo da je f(n) = O(g(n))
ako postoje pozitivne konstante c i n, takve da je f(n) < c - g(n), za

svako n 2 nj

Zapis f(n) = O(g(n)) formalno znaci
da postoji neka tacka n, takva da

za sve vrednosti n od te taCke,
funkcija f(n) je ograniCena vrednosScu
proizvoda neke pozitivne konstante c
| funkcije g(n)

Drugim reCima, O-notacija oznacCava
da funkcija g(n) predstavlja
asimptotsku gornju granicu za
funkciju f(n)

cg(n)

f(n)

n

o

f(n) = 0(g(n))

15



... O-NOTACIJA ... bE

Sta to zapravo znag&i? cg(n)

Neka funkcija f(n) predstavlja vreme
izvrSavanja T(n) nekog algoritma

Neka je g(n) = n?

Ako se dokaze da je T(n) = O(n?), onda je
sigurno pokazano (zanemarujuci konstante)
da je vreme izvrSavanja algoritma ograniceno 1o
kvadratnom funkcijom

n

f(n) = 0(gn))

O-notacijom se dobija samo gornja granica vremena izvrSavanja
Sto je sasvim dovoljno kada se odreduje worst-case slucaj

Pravo vreme rada algoritma ograniCava se najgorim vremenom
njegovog izvrSavanja

16
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... O-NOTACIJA ... 23

U konkretnom slucaju, za konkretnu funkciju se T(n) = O(g(n)) moze
pokazati pracenjem formalne definicije O-notacije pronalazenjem
konkretnih vrednosti konstantin, > 0 i ¢ > 0 takve da je zadovoljeno
T(n) < c - g(n) za svako n > n

Na primer:
Tn) =n*-n+1

Zan,=11izac =2 dobijamo:
n*—-n+1<n?*+1<n?+n%=2n?
Po definiciji se moze zakljuditi da je T(n) = O(n?)

Da li je to jedina kombinacija konstantin, ic ?

17
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» PraktiCan postupak dobijanja dominirajuce funkcije se moze znacajno
ubrzati ukoliko se iskoriste opsSte osobine O-notacije
— Konstantni faktori nisu vazni
— Dominantni monomi su najvazniji
— Pravilo sabiranja
— Pravilo mnozenja
— Pravilo tranzitivnosti

« Poznavajuci ovo moze se, najcesce, relativno lako odrediti
dominiraju¢a funkcija vremena izvrSavanja jednostavnih algoritama

18



... O-NOTACIJA ... P

Konstantni faktori nisu vazni:
T(n) = 0(c-T(n))
za svako c > 0.

Tako da ako T(n) = 0(n?), onda moze biti i
T(n) = 0(3 - n?) ili dak
T(n) = 0(0,001 - n?)

Dominantni monomi su najvazniji:

Ako je T(n) = 0(f(n) + g(n)) i g(n) = 0(f(n)) onda je
T(n) = 0(f(n))

Na primer

Ako je T(n) = n®* —n+ 1 ondaje T(n) = 0(n?), jer je
n>-n=0n*i1=0mn?»

19



... O-NOTACIJA ...

* Pravilo sabiranja:
O(f(m) + gm)) = 0(f(n)) + 0(g(n))
Npr.

Akoje T(n) = 0(n) + 0(17),onda je T(n) = 0(n+ 17), odnosno
T(n) = O0(n) na osnovu prethodnog pravila

* Pravilo mnozenja:
O(f(m) - g(n)) = 0(f(n)) - 0(g(n))
Npr.
AkojeT(n) =n-0(1), ondaje
Tn) =n-0(1)=0(n)-0(1) =0(n)

20



... O-NOTACIJA ...

Pravilo tranzitivnosti:

Ako je T(n) = O(f(m)) i f(n) = 0(g(n)) onda je i T(n) = 0(g(n))
Npr.

Ako je T(n) = 0(n?),
kako je ogigledno n? = 0(n?),
ondaje i T(n) = 0(n3)

21
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« Za malo slozenije algoritme potrebno je poznavati i relativne odnose
nekih osnovnih funkcija:
— Izraz n® dominira nad izrazom n2 zab > a
na primer: n® dominira nad n?, tj. n? = O(n%)

— Svaka eksponencijalna funkcija dominira nad svakom polinomskom
funkcijom

na primer: n® dominira nad n?, ali 2" dominira i nad n® i nad n?, tj.
n? = 0(n®) = 02"

— Svaka polinomska funkcija dominira nad svakom logaritamskom
funkcijom
na primer: (log n)3 = O(n)
Odavde sledi da je: n-log n =n - O(n) = O(n?)

22



... O-NOTACIJA ... P

* Ko je pazljivo pratio, dosao je do zakljuCka da je O-notacija ...
pomalo dvosmislena

« ZaSto?

« Kako izrazavamo vreme izvrSavanja nekog algoritma?

« Ako je vreme izvrSavanja nekog algoritma:
T(n) =n? —n+ 1= 0(n?)

« Sta jos mozemo reéi?

* Pravilom tranzitivnosti mozemo reci i da je:
T(n) = 0(n3), ili ¢ak T(n) = 0(n1?)

« Alidali to oslikava pravu slozenost ?

23



... O-NOTACIJA ... P

Prirodno je traziti najbolju (najblizu) dominirajucu funkciju za vreme
izvrSavanja

Nema smisla slozenost funkcije T(n) = n? — n + 1 oceniti sa 0(n3)
lako je tehnicki to tacno

Ako se primeni i pravilo da konstante nisu vazne, onda se bez kraja
mogu navoditi sve blize i blize granice,
na primer: T(n) = 0(0.01 - n?) ili T(n) = 0(0.0001 - n?)

Po pravilu, kada god je to moguce, uvek se koristi O-notacija koja je
najprostija

To znaCi da se iskazuje jednim monomom uz koji stoji konstantni faktor
vrednosti 1

Jednostavnost i najbolja ocena nisu uvek ostvarivi zajedno, ali je to u
praksi retko

24



... O-NOTACIJA b

Originalna definicija sa poCetka priCe o O-notaciji se mora modifikovati
da bi bila matematicki ispravna, jer = nije simetriCha kada se koristi
O-notacija

Naime,

f1(n) = 0(g(n)) i f2(n) = 0(g(n))

ne implicira i

fin) = fo(n)

Zato se, u strikthom smislu, ne govori o funkciji, vec o klasi funkcija
koje zadovoljavaju odredenu formu:

0(g(m)) ={f:N - R*|(3c > 0)(3n, € N)(Vn = ny)f(n) < c- g(n)}

Medutim, zbog jednostavnosti se naustrb preciznosti tradicionalno vise
koristi prva, jednostavnija, definicija

25



Q-NOTACHIA ... 5

Veoma sli€na O-notaciji, ali sa suprotne strane

Koristi se za precizno definisanje svojstva da je neka funkcija veca od
neke druge

Ako za 2 funkcije f i g kazemo da je f veCa od g, onda se intuitivno
misli da je f(n) 2 g(n), za sve ili neke vrednosti argumenta n

Ni ovde zahtev nije toliko strog, tj. ne mora biti za sve vrednosti od n,
za asimptotsko ponasanje funkcije, dovoljno je da reci da je f(n) 2 g(n),
za sve 0sim za konaCno mnogo vrednosti argumenta n

Q-notacija, f(n) = Q(g(n)) predstavlja zapis kojim se predstavlja
svojstvo da je funkcija f veca od funkcije g, tj. da funkcija f dominira
nad funkcijom g

Koristi se da oznaci da se neki algoritam mora izvrsiti bar za neko
odredeno vreme, best-case scenario, vreme izvrsavanja algoritma
nikada nece imati bolji rast od Q-zapisane funkcije

26



... O-NOTACIJA ...

Definicija:

Za dve nenegativne funkcije f, g: N>R" kazemo da je f(n) = Q(g(n))
ako postoje pozitivne konstante c i n, takve da je f(n) 2 ¢ - g(n), za

svako n 2 nj

Zapis f(n) = Q(g(n)) formalno znaci
da postoji neka tacka n, takva da

za sve vrednosti n od te taCke,
funkcija f(n) ograniCava vrednost
proizvoda neke pozitivne konstante c
| funkcije g(n)

Drugim re€ima, Q-notacija oznaCava
da funkcija g(n) predstavlja
asimptotsku donju granicu za
funkciju f(n)

f(n)

n
o

J(n) = Q(gn))

27



... Q-NOTACIJA ... 5
- Sta Q-notacija zapravo znad&i?
« Ako se kaze da je vreme izvrSavanja f(n)

algoritma Q(g(n)) to znaci da bez obzira
koliko je velik ulaz, za bilo koju vrednost n,
vreme izvrSavanja za taj ulaz je minimum
g(n) pomnozeno sa nekom konstantom,
Cak i za dovoljno veliko n

« Takode, daje se i donja granica vremena e
Za best-case scenario (bolje od ovoga ne f(n) = Q(gn))
moze!)

« Setite se algoritma za INSERTION sortiranje
* Koje je vreme izvrSavanja za worste-case scenario?

* Koje je vreme izvrSavanja za best-case scenario?

28



... O-NOTACIJA ...

» Setite se algoritma za INSERTION sortiranje

INSERTION-SORT(A) cost  times
1 for ;] = 2to A.length C1 n
2 key = A[J] C n—1
3 // Insert A[/] into the sorted
sequence A[l..j —1]. 0 n—1
4 i = j —1 Cy4 n—1
5 while i > 0 and A[i] > key Cs > ot
6 Ali + 1] = Ali] Cé >t —1)
7 i =1 —1 C7 Z?:Z(tj — 1)
8 Ali + 1] = key Cs n—1

T'(n) = cin+cy(n—1)+cs(n—1)+cs Z tj + Co Z(Ij — 1)
« j=2 j=2

+ ¢ Z(tj — 1)+ cg(n — 1) .

j=2 29



... O-NOTACIJA ...

- Setite se algoritma za iNS?i‘T;ON'SzOtiTﬁ) . z‘“’ Z""es
. . = .leng 1
INSERTION sortiranje 2 key = A[j] s n—1
o 3 // Insert A[j] into the sorted
* KOJI e best-case sequence A[l..j —1]. 0 n—1
scenario? 4 i=j-1 Ca n—1
5 while i > 0 and A[i] > key Cs > ot
— Niz je vec sortiran 6 Ali + 1] = Ali] Co S —1)
_ _ . _ 7 i =1 —1 Cq Z?:z(lj — 1)
Tm)=a-n+b=n 8 Al + 1] = key N =

— Dalije to mozda Q?
- T(n) = Q(n)

« Koji worste-case scenario

— Niz je sortiran, ali obrnuto od toga sto zelimo
- Tm)=a-n*>+b-n+c=n?

— Dalli je to mozda O ?

- T(n) = 0(n?

30
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... O-NOTACIJA %

Kao i kod O-notacije originalna definicija sa poCetka prie o Q-notacije
se mora modifikovati da bi bila matematicki ispravna, jer = nije
simetricno kada se koristi Q -notacija

Da podsetim,

f1() = Q(gm) i f(n) = Q(g(n))

ne implicira |

fin) = fo(n)

Zato se, u strikthom smislu, ne govori o funkciji, vec o klasi funkcija
koje zadovoljavaju odredenu formu:

QUgm) ={f:N - R*|(3c > 0)(3ny € N)(Vn = ny)f(n) = c- g(n)}

31
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O-notacija predstavlja asimptotski najbolju ocenu za vreme
izvrSavanja, tj. za funkciju f(n)

Kada se ona koristi u analizi algoritama, ne daje se samo gornja
granica izvrSavanja (ili samo donja), vec¢ i njegova donja granica, to
znaci da je vreme izvrSavana najbolje moguce ocenjeno

Standardno se daleko manje koristi od O-notacije, jer je daleko teze
odrediti i donju i gornju granicu (daleko lakSe je odrediti samo gornju
granicu)

32



... ©-NOTACIJA ... &5

« Definicija:

Za dve nenegativne funkcije f, g: N—>R" kaZzemo da je f(n) = ©(g(n))
ako postoje pozitivne konstante c,, c, I n, takve da je za svako n 2 ng

C;-g(n)sf(n)<c,-g(n)

c28(n)
« Zapis f(n) = ©(g(n)) formalno znaci da
postoji neka tacka n, takva da za sve f(n)
vrednosti n od te taCke, funkcija f(n)
ograniava vrednost proizvoda neke c18(1)
pozitivne konstante c, i funkcije g(n), ali
u isto vreme je ograniCena vrednoscu
proizvoda neke pozitivne konstante '
¢, i funkcije g(n) i
n

* Drugim reCima, ©-notacija oznacCava no
da funkcija g(n) predstavlja f(n) =0(ghn))

strogu asimptotsku granicu (I gornju i donju) za funkciju f(n)
33



... ®-NOTACIJA ... 5
- Sta to zapravo znagi? c28(n)
* Neka funkcija f(n) predstavlja vreme F)
izvrSavanja T(n) nekog algoritma |
c1g(n)

Neka je g(n) = n?

Ako se dokaze da je T(n) = ©(n?), onda je
sigurno pokazano (zanemarujuci konstante) 5
da je vreme izvrSavanja algoritma strogo o &

ogranieno kvadratnom funkcijom i sa gornje i) = O(g(m)
| sa donje strane

Ako se kaze da je vreme izvrSavanja algoritma ©(g(n)) to znaci da bez
obzira koliko je velik ulaz, za bilo koju vrednostn 2 n,, vreme
izvrSavanja za taj ulaz je minimum g(n) pomnozeno sa nekom
konstantom c,, odnosno vreme izvrSavanja za taj ulaz je maksimalno
g(n) pomnozeno sa nekom konstantom c, za dovoljno veliko n

34
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.. O-NOTACIJA ... b

« OpSte osobine O-notacije vaze i za ©-notaciju (kao i za Q-notaciju), sto
znacajno ubrzava praktiCan postupak dobijanja ograniCavajuce funkcije
— Konstantni faktori nisu vazni
— Dominantni monomi su najvazniji
— Pravilo sabiranja
— Pravilo mnozenja
— Pravilo tranzitivnosti

« Poznavajuci ovo moze se, najcesce, relativno lako odrediti
ograniCavajuca funkcija vremena izvrSavanja jednostavnih algoritama

35



... ©-NOTACIJA ... P

* Na Sta se svodi odredivanje ©-notacije?

« Na primer: da bi dokazali da je %nz — 3n = 0(n?), treba pronadi
konstante c,, C, I Ny takve da je za svakon 2nj:

* Desna strana nejednakosti postaje tachanz21ic, =1/2
* Leva strana nejednakosti postaje tachazanz27ic, =1/4
« Zany,=7,c,=1/4ic,=1/2, pokazalismo da je

1
Enz —3n=0(n%
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... ©-NOTACIJA ... P

« Zany,=7,c,=1/14ic,=1/2,

pokazali smo da je

1
Enz —3n=0(n%

« Naravno, postoje i druge vrednosti za koje je

%nz —3n =0(n?),

ali vazno je da neke vrednosti postoje (makar samo jedna kombinacija)

« Ove vrednosti umnogome zavise i od vrste konstanti i monoma koji
cine T(n),

druga funkcija koju odreduje ©(n) bi zahtevala drugacije konstante
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... ©-NOTACIJA ...

 Na sli¢an nacin se moze dokazati i
6n3 = 0(n?)

» Pretpostaviti da se mogu pronaci konstante
C, I nytakve da je za svakon2ny:

6n3 < ¢, - n?

 Deljenjem sa n? dobijamo:

Sto nikako ne moze biti taCnho za promenljivo n (koje konstantno raste)
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... ®-NOTACIJA ... P

Kao i kod O-notacije originalna definicija sa poCetka priCe o @-notaciji
se mora modifikovati da bi bila matematicki ispravna, jer = nije
simetriCha kada se koristi @-notacija

Da podsetim,

f1(n) =6(gn))if(n) = 6(g(n))

ne implicira i

fin) = fo(n)

Zato se, u strikthom smislu, ne govori o funkciji, vec o klasi funkcija
koje zadovoljavaju odredenu formu:

f:N - R*|(3cy > 0)(3cy, > 0)(@ng € N)(Vn > no)}

0(g(n)) = { ¢, - gn) < f(n) < ¢y - g(m)
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... ©-NOTACIJA

* Teorema;

Za dve nenegativne funkcije f, g: N—>R" kazemo da je f(n) = ©(g(n))
ako i samo ako je f(n) = O(g(n)) i f(n) = Q(g(n))

 Dokazite!
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JEDNAKOST | JEDNACINE ASIMPT. NOTACIJA ... vf'f"

~

Jednakost f(n) = 0(n?) nije strogo taéna, ve¢ f(n) € 0(n?)
Zasto?

Ali Sta ako je asimptotska notacija deo neke formule?

Na primer: 2n? +3n+1=2n?+0(n) ?

UopSteno, kada se asimptotska notacija nade u formuli, ona se
Interpretira kao neka asimptotska funkcija koju nije potrebno imenovati

— Znaci moze biti bilo koja funkcija iz skupa 0(n)

Toznadidase2n®?+3n+1=2n%>+0(n)
moze tumadciti kao 2n? + 3n+1 =2 n? + f(n),
gde je f(n) € O(n)

sto u ovom slucCaju moze biti i

f(n) =3n+1,

a to zaista jeste ©(n)
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Vo

... JEDNAKOST | JEDNACINE ASIMPT. NOTACIJA ... 27

-/

Prateci logiku sa prethodnog slajda moguce je napisati da je vreme
izvrSavanja nekog algoritma (npr. MERGE sortiranja):

T(n) = zr(g) +0(n)

to znad€i, da posto nas interesuje samo asimptotsko ponasanje funkcije
T(n) nema potrebe da se definiSe funkcija nizeg stepena na tacan
nacin, one su sve uklju¢ene u anonimnoj funkciji ®(n) koja predstavlja
Citavu klasu tih funkcija (i koja definiSe kompleksnost svih tih funkcija)
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... JEDNAKOST | JEDNACINE ASIMPT. NOTACIJA 2

U nekim sluCajevima asimptotska notacija se moze naci i sa leve
strane jednacine

Na primer: 2n? + 0(n) = 0(n?)

Ovo se tumaci da nije vazno koja anonimna funkcija je odabrana na
levoj strani jednacine, postoji naCin da se odabere anonimna funkcija
sa desne strane istog znaka koja ¢e uciniti jednacinu validnom

Moze se napraviti niz takvih izraza u jednacini:

2n? +3n+1 =2n?%+0(n) = 0(n?)

Prva jednacCina kaze da postoji funkcija f(n) € 0(n) takva da je
2n? +3n+ 1 = 2n? + f(n) za svako n

Druga jednacina kazZe da za bilo koju funkciju postoji g(n) € 0(n)
postoji funkcija h(n) € ©(n?) takva da je 2n? + g(n) = h(n)

za svako n

Ovo ujedno implicirai 2n? + 3n + 1 = 0(n?%)
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o-NOTACIJA ... 7S

O-notacija moze ali i ne mora biti Cvrsta (tight) asimptotska gornja
granica (sve ono o cemu smo vec diskutovali)

Veza 2n? = 0(n?) je asimptotski ¢vrsta gornja granica (neposredno
iznad), ali veza 2n = 0(n?) nije asimptotski ¢vrsta gornja granica

Za asimptotske gornje granice funkcija koje su po prirodi Cvrste koristi
se o-notacija

Definicija:
Za dve nenegativne funkcije f, g: N—>R" kazemo da je f(n) = o(g(n))

ako za svaku pozitivnu konstantu c postoji konstanta n, takva da je
f(n) <c - g(n) zasvakonz2n,

Zapis f(n) = o(g(n)) oznaCava da je brzina rasta funkcije f(n) reda
veliCine manja od brzine rasta funkcije g(n)

To znaci: 2n? # o(n?) , ali zato 2n = o(n?)
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... 0-NOTACIJA <5

%

O-notacija i 0-notacija su slicne, ali dok za f(n) = O(g(n)) veza
f(n) < ¢ - g(n) vazi samo za neke konstante c > 0, za f(n) = o(g(n)) to
vazi za svakoc >0

Vrednost funkcije f(n) postaje mnogo manja (gotovo beznacajna) u
poredenju sa funkcijom g(n) kako n tezi beskonacnosti, odnosno

fm

Iim——=0
n-o g(n)

U striktnom smislu, kao i kod O-notacije ne govori se o funkciji, ve¢ o
klasi funkcija koje zadovoljavaju odredenu formu:

o(g(n)) = {f:N - R*|(3c e N)(@ny € N)(Vc AVn > no)}

fm)<c-gn)
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w-NOTACIJA ... P

* w-notacija je za Q-notaciju isto Sto i 0-notacija za O-notaciju
« Koristi se za oznaCavanje asimptotske donje granice koja je Cvrsta
« Definicija:
Za dve nenegativne funkcije f, g: N—>R" kazemo da je f(n) = w(g(n))

ako za svaku pozitivhu konstantu c postoji konstanta n, takva da je
f(n) 2 c - g(n) zasvakonz2n,

« Zapis f(n) = w(g(n)) oznaCava da je brzina rasta funkcije f(n) reda
veliine veca od brzine rasta funkcije g(n)

« Toznadi:n?/2 = w(n) , ali zato n?/2 # w(n?)
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... w-NOTACIJA 5

VY,

w-notacija i Q-notacija su slicne, ali dok za f(n) = Q(g(n)) veza
f(n) 2 ¢ - g(n) vazi samo za neke konstante ¢ > 0, za f(n) = w(g(n)) to
vazi za svakoc >0

Vrednost funkcije g(n) postaje mnogo manja (gotovo beznacajna) u
poredenju sa funkcijom f(n) kako n tezi beskonacnosti, odnosno

limM=O

noes (i)

U striktnom smislu, kao i kod Q-notacije ne govori se o funkciji, ve¢ o
klasi funkcija koje zadovoljavaju odredenu formu:

f:N - R*|(3c € N)(3ny € N)(Vc AVn = no)}

olom) = | fm) = c- g(n)
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A
POREDENJE ASIMPTOTSKIH FUNKCIJA ... .23

« Kao Sto su neke vec€ pokazane, mnoge osobine realnih brojeva mogu
se primeniti i na asimptotsko poredenje

* Pretpostaviti da su funkcije asimptotski pozitivhe
 Ondavazi

— Tranzitivnost
— Refleksivnost
— Simetriénost
— Komutativnost

« Jedino Sto ne vazi je pravilo da za svaka dva realna broja mora biti
taCno samo jedno od sledeca tri tvrdenje:a<b,a=b,a>Db

Zasto?

Zato Sto se ne mogu sve funkcije asimptotski porediti 48



.. POREDENJE ASIMPTOTSKIH FUNKCIJA ... ‘E?

« Tranzitivnost:
f(n) = 68(g(m) Ag(n) = 8(h(n)) - f(n) = B(h(n))
f(n) = 0(g(m)) A gn) = 0(h(n)) - f(n) = 0(h(n))
fm) = 2(gm) A g(n) = Q(h(n)) - f(n) = Q(h(n))
f(n) = o(gm)) A g(n) = o(h(n)) - f(n) = o(h(n))
f() = w(g(m) A gn) = w(h(n)) - f(n) = w(h(n))

* Refleksivnost:
f() = 0(f(n))
f(n) = 0(f(n))
f(m) = Q(f(n))
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.. POREDENJE ASIMPTOTSKIH FUNKCIJA ...

o Simetricnost:

f(n) =0(g(n)) ako i samo ako je g(n) = @(f(n))

 Transponovana simetriCnost:
f(n) = 0(g(n)) ako i samo ako je g(n) = Q(f(n))
f(n) = o(g(n)) ako i samo ako je g(n) = w(f(n))
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.. POREDENJE ASIMPTOTSKIH FUNKCIJA P

Intuitivno znacCenje asimptotskih notacija je:

f(n) = 0(g(n))
f) =Q0(gm))
f(n) = 6(gn))
f(n) = o(g(n))
f) = w(g®))

je slicno
je slicno
je slicno
je slicno
je slicno

a<b
a=>b
a=>b
a<b
a>b

Kaze se da je f(n) asimptotski manja od g(n) ako i samo ako je
f(n) = o(g(n)), dok se za f(n) kaze da je asimptotski ve¢a od

g(n) ako i samo ako je f(n) = w(g(n))
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