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UVOD U DINAMICKO PROGRAMIRANJE ...

Kao i divide-and-conquer pristup, reSava problem tako sto kombinuje
resenja njegovih potproblema

DinamiCko programiranje se koristi kada postoji preklapanje
potproblema

Divide-and-conguer nije dobar za ovakve probleme
Zasto?
Jer reSavanjem potproblema, reSava jednu te istu stvar viSe puta

U dinamiCkom programiranju, kada se resi neki potproblem, njegovo
resenje se cuva (u tabeli), tako da ne mora ponovo da se reSava

Tipicno, dinamiCko programiranje se koristi za optimizacione
probleme



... UVOD U DINAMICKO PROGRAMIRAN.E ... P

« Dinamicko programiranje se koristi za optimizacione probleme

— KarakteristiCni po tome da za jedan problem postoji viSe reSenja
— Za svako resenje dobija se vrednost

— Zelimo re3enje sa optimalnom vredno$éu (minimalno ili
maksimalno)

— Ovo reSenje zove se jednim optimalnim reSenjem, jer moze biti viSe
reSenja koja daju optimalnu vrednost (nema garancije da postoji
samo jedno optimalno reSenje)
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... UVOD U DINAMICKO PROGRAMIRANJE
« Kada se razvijaju algoritmi dinamickog programiranja, obicno se
sprovode sledeca Cetiri koraka:

1. DefiniSe se struktura optimalnog reSenja

2. Rekurzivno se definiSe vrednost optimalnog resenja

3. lzraCuna se jedno optimalno reSenje (bottom-up pristup)

4. KonstruiSe se optimalno reSenje na osnovu odredenih informacija

1 - 3 osnova dinamiCkog programiranja

« Ako nam ne treba resenje, ve¢ samo optimalna vrednost, mozemo
preskociti korak 4

» Tokom Cetvrtog koraka mogu se koristiti i vrednosti iz treCeg koraka
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SECENJE CEVI ... Pe
* Pretpostaviti da je potrebno iseci odreden broj CeliCnih cevi

« Secenje je besplatno

» Trazi se najbolji na€in da se cevi iseku kako bi se maksimizovao profit
od prodaje cevi, pri Cemu se zna cena za cevi odredene duzine

— Sve cevi su uvek pravilne duzine i predstavljaju celobrojni umnozak
jednog centimetra

— Cevi mogu biti razli€itih duzina

— Moguce je da ne dode do seCenja cevi, ako je ona dovoljno
dugacka da ostvaruje maksimalni profit

* (Odnos izmedu cena i duzina cevi je:

Duzinai | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cenap, | 1 5 8 9 10 17 17 20 24 30




... SECENJE CEVI ... P

2 3 4 5 6 7 8 9 10

v . . 1
« Sta algoritam treba da radi? Cenap, | 1 5 8 9 10 17 17 20 24 30

Duzinai |

« Pa kad stigne cev neke duzine, treba da se odluCi kako da se ona seCe

« Na primer, ako je n = 4, postoji nekoliko opcija, ali je oCigledno
najbolje da se seCe na dva jednaka dela, jer je tada zarada 10

aJ)))) Q0 ) ) ) )0 )) ) ) )0
(a) (b) © (@

COTSUE DI SYE SUSEE SYSUSISUST SIS
(e) (f) (2) (h)

« Ocigledno se cev duzine n moze iseé¢i na 2™ 1 nadina, jer postoji
mogucnost da se cev secCe, ili ne, na i-tom rastojanju od leve ivice cevi



... SECENJE CEVI ... 2

(e) (f) () (h)
« Naravno, ako se uvede pravilo da nema ponavljanja delova samo u
razli¢itom razmestaju bilo bi manje od 2"~ kombinacija

— jer se u sustini (b) i (d), kao (e), (f) i (g) ne razlikuju po pitanju broja
delova i njihovih duzina

— lzbaci se dekrementovano secenje (dozvoli se samo manje+vece)

« Deljenje na delove se uglavnom predstavlja putem obiCnog sabiranja:

- 6=3+4+2+1, cevduzine 6 deli se na tridela duzina 3, 2, 1



... SECENJE CEVI ... P

* Ako optimalno reSenje deli cev u k delova, za1 < k < n, onda
optimalna dekompozicija

n=11+lz++ik

koja deli cev na delove duzina iy, i,, ..., i omogucuje maksimalnu
zaradu od:

rn = pil + piz + + pik

« Uovom primeru zasvakor;,i =1,2,...,10, moze se odrediti
optimalna vrednost

Duznai | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cenap, | 1 5 8 9 10 17 17 20 24 30




... SECENJE CEVI ...

Duznai | 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Cenap, | 1 5 8 9 10 17 17 20 24

« U ovom primeru zasvakor;, i = 1,2, ...,10, moze se odrediti
optimalna vrednost

r1 = 1lizreSenja 1 = 1 (nema secCenja)

r, = 5izreSenja 2 = 2 (nema secenja)

r3 = 8 iz reSenja 3 = 3 (nema secCenja)
ry,=10izreSenja4 =2+ 2

r- =13 izreSenja5=2+3

r¢ = 17 iz reSenja 6 = 6 (nema secenja)

r, =18 izresenja7=1+61ili7=2+2+4+3
rg=22izreSenja8=2+6

rq =25izreSenja9=3+6

10 = 30 iz reSenja 10 = 10 (nema secCenja)

30

10



... SECENJE CEVI ... P

« Uopsteno se problem odredivanja maksimalne zarade r,, za cev
duzine n = 1 moze izraziti kao:

r, = max(p,, 1 + 1,72 + n_o, ..., Tp_1 +71)

— Prvi parametar max funkcije je zarada p; kada se cev ne secCe

— Preostalih n — 1 parametara max funkcije nastaje deljenjem cevi
na dva dela veliCineiin—i,zasvakoi=1,2,..,n—1,aonda
optimalno seCenjem tih delova kako bi se dobile zarade r; i r,,_;

— Kako ne znamo koji deo i optimizuje zaradu unapred, moramo da

proucimo sve moguce vrednosti za i i da odaberemo ono koje
maksimizuje zaradu

— Takode mora postojati i opcija da se ne odabere ni jedno i ako Ce
maksimalna zarada nastati zadrzavanjem originalne duzine cevi

11
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Obratiti paznju da se problem reSava deljenjem na potprobleme koji su
maniji, ali istog tipa

Kada se cev duzine n presece prvi put, za svaki od 2 dela moze se
analizirati kako njih dalje seci (kao da se prvi put susrecCe taj problem)

Optimalno reSenje za cev duzine n ukljuCuje i optimalna reSenja za
njegove delove

Kaze se da problem secCenja cevi ima osobinu optimalne podstrukture
(optimal substructure)

— Optimalna resenja nekog problema uklju¢uju optimalna resenja
potproblema na koje se on moze podeliti, a koji se svaki moze resiti
nezavisno

12
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* Problem secCenja cevi moze se pojednostaviti tako sto se od cevi
odsecCe deo sa leve strane duzine i i ostatak duzinen — i
« Deljenje se dalje dozvoljava samo za ostatak duzinen — i

« Na taj nacCin dekompozicija Citave cevi moze se videti kao deljenje na
levi i desni deo, pri Cemu se nastavlja dalje samo sa deljenjem desnog
dela

« Jasno da se algoritam moze modifikovati tako da se reSenje bez
seCenja opise kao resenje u kojem se cev prvo sece na levi deo duzine
i = n Cija cena je p,, | ostatka 0 Cijacenajery =0

« Na ovaj naCin se jednacina:

r, = max(p,, 71 + 1,72 + n_o, ..., Tp_1 +171)

moze pojednostaviti:

rn = maX(pi + rn—i)

13



... SECENJE CEVI ... &

« Algoritam koji implementira jednacinu r,, = max(p; + r,_;) ima sledeCi
oblik:

CUT-ROD(p.n)
1 ifn==

2 return 0

3 g =—o0

4 fori = 1ton
5 g = max(q, pli] + CUT-ROD(p.n — 1))
6 return g

* Procedura CUT-ROD uzima niz cena, p[1...n] i ceo broj n i vraca
maksimalnu zaradu za cev duzine n

14



... SECENJE CEVI ...

Procedura CUT-ROD uzima niz
cena, p[1..n]iceo brojnivraca
maksimalnu zaradu za cev
duzine n

CUT-ROD(p.n)

1 ifn==0

2 return 0

3 g=—©

4 fori = 1ton
5 g = max(q, p[i] + CUT-ROD(p,n — 1))
6 return g

Ako je n = 0, ne postoji zarada |
procedura vraca 0

Promenljiva g Cuva u sebi maksimalnu zaradu i inicijalno se postavlja
na najmanju mogucu vrednost

Zasto?
Da bi moglo korektno da se proracuna:

q = max(q,pli] + CUT — ROD(p,n — i))

1<i<n

Jednostavnom indukcijom se moze dokazati invarijantnost petlje i
validnost algoritma

15



... SECENJE CEVI ...

» Kaoji je problem sa procedurom
CUT-ROD?

CuT-ROD(p,n)

1 ifn==
2 return 0
« Algoritam je izrazito neefikasan 3 qg=—00
4 fori = 1ton
_ _ .. 5 g = max(q, p[i] + CUT-ROD(p,n —i))
» Pogledajte koliko postoji grana 6 returng

izvrSavanjazan = 4

 Zamislite dajen =40

16



... SECENJE CEVI ... 2

CUT-ROD(p,n)
ifn==0
return O
q = —00

Neka T (n) oznaCava koliko puta 1
2
3
4 fori = 1ton
5
6

se poziva procedure CUT-ROD
kada je duzina cevin

g = max(q, p[i] + CUT-ROD(p,n —1i))

Ocigledno je da broj poziva return

odgovara broju grana i Cvorova u
stablu rekurzije poCev od korena n plus inicijalni poziv same procedure
zan

n-1
T(n) =1+ ) T(j)

Jasno je da se za n procedura poziva n + 1 put
Kada se ovo primeni na svaki korak u rekurziji dolazi se do
T(n) =2"

Tako da je vreme izvrSavanja algoritma eksponencijalna funkcija -
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ResSenje je primena dinamiCkog programiranja

Naivni rekurzivni pristup nije efikasan, jer reSava svaki potproblem
PONOVO

Kod dinamiCkog programiranja, trebalo bi preurediti algoritam tako da
se svaki potproblem resava samo jednom
— Rezultat svakog potproblema se Cuva za kasnije

— Tako da moze da se preuzme, ako je potreban u reSenju nekog
drugog potproblema

DinamiCko programiranje se izvrSava u polinomijalnom vremenu, pod
uslovom da je broj potproblema polinomijalan spram ulaza i pod
uslovom da se svaki potproblem izvrsava u polinomijalnom vremenu

18



... SECENJE CEVI ... P

Dva pristupa u implementaciji reSenja dinamickim programiranjem:

— Top-down pristup sa belezenjem (top-down with memoization)

speed up computer programs by storing the results of expensive function calls and

In computing, memoization or memoisation is an optimization technique used primarily to
returning the cached result when the same inputs occur again.

Bottom-up pristup

U top-down pristupu procedure se pozivaju rekurzivno

Rezultat svake procedure (potproblema) belezi se u niz ili hes-
tabelu

Procedura pre svog izvrSavanja proveri da li postoji rezultat za dati
potproblem

Ako rezultat postoji, onda se ono samo preuzme i ne vrsi se
procesiranja na tom nivou

Ako rezultat ne postoji, onda se izvrSi procesiranje na tom nivou i
taj rezultat se belezi za kasniju upotrebu

J

19



... SECENJE CEVI ...

« Bottom-pristup bazira se na poznavanju veliCine potproblema

ResSenje odredenog potproblema (odredene veliine) zavisi
isklju€ivo od reSenja manjih potproblema (manje veliCine)
Iskoristimo tu Cinjenicu, pa sortiramo potprobleme po njihovoj
velicini

ResSavamo svaki potproblem po njihovoj veliCini, poCev od
najmanjeg ka najvecem

Svaki potproblem se reSava samo jednom

Kada se naide na neki potproblem, svi potproblemi koji Cine
njegovo resenje su vec reseni

L4
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» Ovi pristupi dovode do dva reSenja koja imaju isto asimptotsko vreme
izvrSavanja

» |pak, svaki ima odredenu prednost
« Koju?
» Da li rekurzivni pristup mora proci kroz sve potprobleme?

— Ako ne prode, eto ubrzanja

« Takode, bottom-up pristup ima bolje konstantne faktore, zasto?

— Nema previse dodatnih poziva procedura

21



... SECENJE CEVI ...

« Top-down pristup, osnovna procedura

MEMOIZED-CUT-ROD (p, n)

I letr[0..n]be anew array

2 fori =0ton

3 rli] = —o0

4  return MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p, n,r)

« U osnovnom algoritmu inicijalizuje se niz r[0 ...n] na vrednost —oo

« U datom nizu se beleze rezultati reSenja za pojedinaCne potprobleme

22



... SECENJE CEVI ...

» Top-down pristup, seCenje cevi sa pamcenjem

MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p,n,r)

if r[n] >0

return r 1]
if n ==

q =0
else g = —¢

fori = 1ton

g = max(q, p[i] + MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p.n —1i,r))

rln] = ¢
return ¢

O 00 ~1J NN K~ Wi —
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... SECENJE CEVI ...

* Vreme izvrSavanja algoritma
baziranog na top-down pristupu
iznosi ©(n?)

o« Zasto?

« Svaki rekurzivni poziv vec
resenog problema rezultuje u
trenutnom povratku

« Rekurzivni poziv dovodi do
resavanja svakog potproblema
samo jednom

(
)
(%

MEMOIZED-CUT-ROD (p, n)

1

let 7[0..n] be a new array

2 fori =0ton

3

rli] = —oo

4  return MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p,n,r)

MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p, n,r)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

if rin] >0

return r 1]
if n ==

q=20
else g = —o0

fori = 1ton

q = max(q, p[i] + MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p,n —i.,r))

rin] =¢q
return ¢

« Da bi se resio potproblem n, kod iterira u linjama 6 — 7 n puta

« Ukupan broj iteracija za sve rekurzivne pozive MEMOIZED-CUT-ROD
procedure formira aritmeti¢ku progresiju $to daje ukupno ©(n?)

iteracija

24



... SECENJE CEVI ...

* Bottom-up pristup

BoTTOM-UP-CUT-ROD(p, 1)

1 letr[0..n]beanew array

2 r[0] =0

3 forj =1ton

4 g = —o0

5 fori = 1to;

6 g = max(q, pli] +r[j —i])
7 rljl =4

8 return r|n]

» Koiristi prirodnu uredenost potproblema: potproblem i je manji od
potproblema j ako je i < j, te Ce reSavati potprobleme veliCina
j=0,1,..,nutom redosledu

25
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U liniji 1 se kreira noviniz r[0..n] u BOTTOM-UP-CUT-ROD (p. 1)
kojem Ce se Cuvati rezultati procesiranja é lelto i‘lo‘b”] be anew array
V _=
U liniji 2 se inicijalizuje r[0] = 0, jer y o e
cev duzine 0 ne donosi nikakvu zaradu 5 fori = 1to
oo . _ 6 g = max(q., pi] +r[j —i])
Linije od 3 — 6 reSavaju potproblem 7 rljl=q
8 return r[n]

veliCine|,zaj=0,1,..,n urastucem
redosledu

Problem se resava slicno kao u CUT-ROD proceduri za potproblem
veliCine | jedino sto u liniji 6 nema rekurzivnog poziva, vec se tacnho
referencira vrednost za odgovarajucéi manji potproblem iz niza r[j — i]

U liniji 7 se Cuva reSenje za potproblem veli€ine j, r[j]

U poslednjoj liniji se vrac¢a r[n] $to odgovara optimalnoj vrednosti r,,

26



... SECENJE CEVI

* Vreme izvrSavanja algoritma
baziranog na top-down pristupu
iznosi ©(n?)

« Zasto?
* Imamo dve for petlje !

« Asiptomski su ova dva algoritma
Iste kompleksnosti, ali to nije tako
u implementaciji

BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)

1 letr[0..n] be anew array

2 r[0] =0

3 forj =1ton

4 q = —00

5 fori =1toj

6 q = max(q, pli] +r[j —i])
7 rljl =4

8 return r|n]

27



GRAF POTPROBLEMA ... 5

Da bi se uopste doslo do resenja dinamickog o
programiranja, trebalo bi razumeti skup potproblema,
kao i odnos izmedu datih potproblema

Jedan nacin da se prikaze taj odnos je graf o
potproblema

Na slici je prikazano kako on izgleda u slucaju e
problema secCenja cevizan = 4 ‘

Potproblemi x | y su povezani samo ako se o
potproblem y posmatra tokom resavanja
potproblema x

Ovaj graf se moze posmatrati kao skupljeno, 0
kondenzovano, rekurzivno stablo za top-down pristup

28
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... GRAF POTPROBLEMA

» Kod bottom-up pristupa, veza ukazuje na to koje o
potprobleme moramo resiti prvo, pre nego sto pristupimo
resavanju nekog konkretnog potproblema

» Graf potproblema moze se iskoristiti za analizu o
vremena izvrSavanja algoritma
— Kako se svaki potproblem resava samo jednom, e
ukupno vreme izvrSavanja jednako je vremenu
potrebnom da se resi svaki potproblem \
— TipiCno vreme potrebno da se resSi neki potproblem 0

proporcionalan je broju izlaznih linija odgovarajuceg

cvora - 0

29



REKONSTRUKCIJA RESENJA ... P

» Oba algoritma za reSavanje problema BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, 1)
secCenja cevi imaju istu osobinu u 1 let r[0..n] be a new array
pogledu rezultata koji vracaju 2 rf0] =0

3 forj =1ton
« Koja je to osobina? 4 g = —00
5 fori = 1to;
« Vracaju vrednost (kolika je zarada od) 6 [ ]q = max(q, p[i] +r[j —i])
. v . . - . 7 r _] — q
optimalnog reSenja, ali ne i izbor koji 8 return ]

je doveo do optimalnog reSenja

MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p.n,r)
if r[n] >0

return r[n]
if n ==

q =20
elseg = —o0

fori = 1ton

g = max(q, pli] + MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p,n —1i,r1))

rln] = ¢
return q 30
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* Prosirenje bottom-up pristupa EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)
« Za svaku cev duzinu | Cuva 1 letr[0..n] and s[0..n] be new arrays
se, ne samo maksimalna zarada 2 (0] = 0
rn, Nego i optimalna duzina s;, 3 forj =1ton

prvog dela koji se sece 4 ==

5 fori = 1to

« U algoritam se dodaje niz 6 ifg < plil+r[j —i]
s[0...n], gde se na 7 g = plil+r[j —i]
odgovarajucoj poziciji Cuva 8 s[j] =i
duzina prvog odsecCenog dela 9 rlj] = ¢
za optimalno reSenje 10 return r and s

« Na osnovu niza s se lako da
rekonstruisati na koje delove se seCe cev u optimalno resenju

31



... REKONSTRUKCIJA RESENJA 3

Sledeci algoritam uzima niz cena i niz koji Cuva duzinu prvog dela na
koji je cev seCena i ispisuje optimalnu dekompoziciju cevi duzine n

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION (p, 1)
1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, n)

2 whilen >0
3 print s{n]
4 n =n-—snj

U primeru koriS¢enom sa pocetka, ovaj algoritam Ce ispisati:

i |01 23 4 5 6 7 8 9 10
rli]]0 1 5 8 10 13 17 18 22 25 30
sfi]jo 123 2 2 6 1 2 3 10

Da li se iz ovog moze zakljucCiti kolika je veliCina preostalih delova na
koji se seCe cev? Kako?

32
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MNOZENJE LANCA MATRICA ...
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Algoritam koji pronalazi optimalno reSenje za mnoZzenje niza (lanca)
(A1, A,, ..., A,) matrica, A1 - Ay - -+ - A,

Standardni metod za mnozenje matrica se moze primeniti, samo se
mora voditi raCuna o tome koji se par matrica u lancu kada mnozi

ResSenje je da se koriste zagrade kojima se regulise koje se dve
matrice (ukljuCujuci i rezultate) kada mnoze, tj. kojim redosledom

Proizvod matrica je potpuno okruzen zagradama (fully parenthesized)
samo ako se radi o jednoj matrici ili proizvodu matrica potpuno
okruzenih zagradama

Potpuna okruzenost zagradama u mnozenju lanca matrica nije
jedinstvena i sto je viSe matrica, to je i viSe kombinacija

Na primer, za lanac od 4 matrica, (A, A;, A3, A, ), postoji 5 razlicitih
kombinacija

34



... MNOZENJE LANCA MATRICA ... P

* Potpuna okruzenost zagradama u mnozenju lanca matrica nije
jedinstvena i sto je viSe matrica, to je i viSe kombinacija

« Na primer, za lanac od 4 matrica, (41,45, A3, A4 ), postoji 5 razlicitih
kombinacija

(41 (42 43 4p))
(41 ((42-43) - 4,))
((41 - A42) - (43 - Ay))
((41- (42 43)) - A4)
(((a1-42) - 43) - A4)

« Zasto je ovo tako vazno? Zar nije sve jedno u kojem redosledu ih

Zi ?
MNOoZIMmo 35



... MNOZENJE LANCA MATRICA ...

Nije!
Redosled mnozenja matrica moze imati dramatian efekat na vreme
izvrSavanja algoritma

Algoritam za mnozenje dve matrice:
MATRIX-MULTIPLY (A, B)

1 if A.columns # B.rows

2 error “incompatible dimensions”

3 else let C be anew A.rows x B.columns matrix
4 fori = 1to A.rows

5 for j = 1to B.columns

6 Cij = 0

7 for k = 1to A.columns

8 Cij = Cjj + di - bkj

9 return C

Matrice moraju biti kompatibilne (broj kolona od A i broj vrsta od B) .
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Zasto nije?

Primer: neka bude niz od 3 matrice (44, 4,,A453 ),
dimenzija: 10 x 100, 100 x 5, 5 x 50

Postoje 2 kombinacije ((4y - 43) - 43) i (41 - (4 - 43))

Ako se mnozi u kombinaciji ((4; - 43) - A3), dobija se

10 - 100 - 5 = 5000 skalarnih mnozenje kako bi se izraCunalo 10 x 5
matricnih proizvoda za A; 1 A5,1jos 10 -5 - 50 = 2500 skalarnih
mnozenje kako bi se izraCunalo 10 x 50 matricnih proizvoda za A5 sto
ukupno daje 7500 skalarnih mnozenje

Ako se mnozi u kombinaciji (4, - (4, - A3)), dobija se

100 -5-50 = 25000 skalarnih mnozenje kako bi se izraCunalo

100 x 50 matriCnih proizvoda za A, i A3, 1jo$ 10 - 100 - 50 = 50000
skalarnih mnozenje kako bi se izraCcunalo 10 x 50 matriCnih proizvoda
za A4 sto ukupno daje 75000 skalarnih mnozenje
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Ako se mnozi u kombinaciji ((4; - 43) - A3), dobija se

100100 -5 = 5000 skalarnih mnozenje kako bi se izraCunalo 10 x 5
matricnih proizvoda za A; i A5, 1joS 10 -5 - 50 = 2500 skalarnih mnozenje
kako bi se izracunalo 5 x 50 matriCnih proizvoda za A3 sto ukupno daje 7500
skalarnih mnozenje

Ako se mnozi u kombinaciji (4, - (4, - A3)), dobija se

100 -5 - 50 = 25000 skalarnih mnozenje kako bi se izraCunalo

100 x 50 matricnih proizvoda za A, i A3,1jo$ 10 - 100 - 50 = 50000 skalarnih
mnozenje kako bi se izraCcunalo 10 x 50 matricnih proizvoda za A4 Sto ukupno
daje 75000 skalarnih mnozenje

7500 spram 75000 skalarnih mnozenja, cak 10 puta!!!

Problem mnozenja lanca matrica: ako imamo lanac od n matrica
(A1, A,,...,A,), gde zai = 0,1, ...,n, matrica 4; ima dimenzije
p;_1 X p;, odrediti potpuna okruzenost zagradama tako da se
minimizuje broj skalarnin mnozenja
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Kako odrediti potpunu okruzenost zagradama tako da se minimizuje
broj skalarnih mnozenja?

Brutalni pristup, neka je vreme odredivanja potpune okruzenosti
zagradama P(n)

Zan =1, jasno je da postoji samo jedna kombinacija

Kada je n = 2, ocCigledno je da se problem potpune okruzenosti
zagradama moze svesti na problem potpune okruzenosti zagradama 2
podskupa (levog i desnog) originalnog skupa matrica, pri Cemu deoba
originalno skupa matrica moze da nastane bilo gde izmedu k-tog |

(k + 1)-og elementa skupa matrica, gdeje k=1,2,..,n—1

39
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« Odigledno je da je resenje problema odredivanja potpune okruzenosti
zagradama opisano sledecom rekurentnom jednacinom:

( 1 zan=1

P(n) = <

n-1
Z P(k)P(n—k) zan=?2
\k=1

* Resenje ove rekurentne jednacine (bez dokaza) je:
Q(2")

* Resenje je znacCi eksponencijalno!

« Resenje problema odredivanja potpune okruzenosti zagradama moze
se reSiti i dinamiCkim programiranjem (gle ¢uda)

* Primeni¢emo Cetiri koraka opisana na pocetku
40
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1. Definisanje strukture optimalnog resenja

Usvojimo prvo da oznaka A4; j, gde je i < j, predstavlja rezultat
mnozenja matrica A; - Ajq1 - -+ A

Problem okruzivanja matrica zagradama nije trivijalan, jer da bi se
za i < j matricni proizvod A; - A;4q + --- - A;j okruzio zagradama,
potrebno je podeliti proizvod izmedu A4, 1 A, tako da je k u
opsequi <k<j

U tom sluCaju nastaju dva proizvoda A; j | Ax41..j KOje posle treba
da mnozimo

Cena okruzivanja zagradama jednaka je sumi cena da se odrede
matrice A; j | Ag41..j Plus cena njihovog mnozenja

41
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1. Definisanje strukture optimalnog resenja (nastavak)

— Optimalna podstruktura problema okruzivanja zagradama je

sledeca:

* Pretpostaviti da je optimalnim resenjem proizvod A4; - Aj;q -+ - 4;
podeljen i zaokruzen zagradama izmedu Ay i Ay41

* Onda podlanac matrica 4; - A;,1 - - - A, unutar optimalno zaokruzenog
lanca A; - A;,1 - -+ - A; takode mora biti optimalno reSenje

« Zasto?

« Pa ako postoji drugi, optimalan, naCin zaokruzivanja A; - Aj;q1 + -+ Ay
unutar optimalno zaokruzenog lanca A4; - A;41 - - - A, to znaci da se
inicijalno zaokruzeni A; - A;;1 - -+ - A} lanac mogao zameniti tim drugim
sto bi dovelo do drugacijeg zaokruzivanja lanca A; - A;41 - -+ - Aj sa

manjom cenom, Sto je kontradikcija

Isti zakljuCak moze se sprovesti i za podlanac Ayq - Agy2 - - 4
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1. Definisanje strukture optimalnog resenja (nastavak)

— Dalje proces ide tako sto se optimalno resenje problema konstruise
iz optimalnih resenja njegovih potproblema
— Odigledno se problem reSava, tako sto se originalni problem deli na

2 potproblema, pa se trazi optimalno resenje tih potproblema,
nakon Cega se vrsi njihova kombinacija

— Sustina je da se odredi optimalna pozicija za deljenje originalnog
lanca matrica, tj. da se provere sve pozicije kako bi se pronasia
optimalna pozicija
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2. Rekurzivno resenje

— Kao potproblem se uzima odredivanje minimalne cene za
okruzivanje zagradamalanca 4; - 4;.1---4jzal<i<j<n

— Neka je m[i, j] predstavlja minimalni broj skalarnih operacija
mnozenja potrebnih da se odredi matrica A;_;; za ceo problem to
znacCi da je m[1, n] minimum za A ,

- mJi, j] se rekurzivho odreduje na sledeci nacin:

* Ako je i = j problem je trivijalan, 4; ; = A;, tako da je m[i, i] = 0 za
svakoi=1,2,..,n

 UsluCajudajei < j, zaizraCunavanje m|[i, j] se moze osloniti na
optimalno reSenje iz prvog koraka (definisanje strukture optimalnog
reSenja)

44



... MNOZENJE LANCA MATRICA ... e

2. Rekurzivno resenje (nastavak)

Ako je za optimalno reSenje potrebno da podelimo lanac
Aj-Ajpq----Ajizmedu Ay 1 Agyq, 9de je i < k < j, onda je m[i, j]
jednaka minimalnoj ceni izraCunavanja A; _j i minimalnoj ceni Aj.q_;
plus cena mnozenja te dva matrice
Ako su dimenzije svake matrice tipa p;_1 X p;, onda je za mnozenje
matrica A;_x - Ax+1..j J€ potrebno p;_q - pi - p; skalarnih operacija
mnozenja, sto dovodi do sledece jednacine:

ml[i,j] = m[i,k] + m[k + 1,j] + pi_1 - Dk " Dj

Naravno, ova jednacina podrazumeva da znamo k za optimalno
reSenje, Sto naravno nije jos tacno, pa bi trebalo proveriti za svako k
Srecom, nema puno kombinacija, samoj—i,zak=1i,i+1,..,j—1
Na taj naCin dolazi se do rekurente jedanacine:

1 zai=j

P(n) = _mkig_{m[i, k] +mlk+1,j]+piqPr-pj} zai<j
i<k<j
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2. Rekurzivno resenje (nastavak)

1 zai=j

P(n) = irpljgj{m[i, k] +mlk+1,j]+piy-pr-pj} zai<j

* Ova rekurentna jednacina je resenje odredivanja optimalnog okruzenja

zagradama za lanac matrica A; - Aj1q1 - -+ - A;j

» U ovom konkretnom primeru dinamickog programiranja, minimalna
cena da se formira okruzenost zagradama, m|[i, j|, nije dovoljna, jer je
potrebno i odrediti kako pozicionirati same zagrade

« Tako da pored m[i, j], pamti se k po kojem je vr§ena optimalna deoba
lanca matrica, ovo se Cuva unutar strukture s|i, j]
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3.

Izracunavanje optimalne cene

Lako se moze napraviti rekurzivni algoritam koji bi implementirao na
osnovu rekurentne jednacina:

1 zai=j
P(n) = min,{m[i, k] + mlk+1,j] +pi_1 - Dx- pj} zai<j

i<k<j

Medutim, kao i brutalni pristup, ovaj algoritam bi imao eksponencijalno
vreme izvrSavanja, jer bi ispitivao svaku granu stabla rekurzije, iako se
pojedini delovi ponavljaju

Primetiti da postoji relativno mali broj potproblema za problem
A; - Aj1--+- A, 1 zal i koji zadovoljavaju uslov 1 <i <j < n, svodi
se na problem kombinatorike (3) + n = 8(n?%)

Imamo optimalnu strukturu + preklapanje potproblema ukazuju na
potrebu za dinamicCkim programiranjem
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3. lzracunavanje optimalne cene (nastavak)

« Bottom-up reSenje za potpuno okruzivanje zagradama mnozenja lanca
matrica

MATRIX-CHAIN-ORDER( p)

1 n = p.length—1

2 letm[l..n,1..n]and s[1..n —1,2..n] be new tables
3 fori =1ton

4 mli.i] = 0

5 for/ =2ton // [ is the chain length

6 fori = 1ton—1+1

7 J=i+[1-1

8 mli, j] = oo

9 fork =itoj—1

10 g = mli,k] +mlk +1,j] + pic1pk p;
11 if g <mli, j]

12 mli. ] = q

13 sli,j] = k

14 return m and s 48
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3.

Izracunavanje optimalne cene (nastavak)

— Pretpostaviti da je svaka matrica A4; MATRIX-CHAIN-ORDER( )

dimenZija Pi-1 X Pi, Za L= 1,2,..,n n = p.length — 1

letm[l..n,1..n]and s[1..7n —1,2..n] be new tables
fori = lton

1
- - - = 2
— Ulaz algoritma je sekvenca dimenzija 3
. T v 4 mli,i] =0
matrica kOje cine |an.aC3 mnozerj!a, 5 forl =2ton // 1 is the chain length
P = (Po,P1, -, Pn) Pri Cemu vazi: 6  fori=1lton—1+]1
p.length=n+1 | j=it+i-1
9
10

mli,j] = oc
— Rezultati rada procedura smestaju se fork =itoj—1 ,
g = mli. k] +mlk + 1.j] + pii pip

u dve matrice: m[1..n,1..n] ukojoj if g <mli. j]
seCuvacenais[l..n—1,2..n]u 2 ’11[[i"€] =
. . v " = . . o S5 l!‘] =

kojoj se Cuva pozicija na kojoj je 14 returnm and s

izvrSeno optimalno deljenje lanca
matrica prilikom racunanja m[i, j]

— Potrebno je odrediti kojim se sve elementima matrice m[1..n,1 ...n]
pristupa kada se rauna m|i, j]
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3.

Izracunavanje optimalne cene (nastavak)

— Potrebno je odrediti kojim se sve MATRIX-CHAIN-ORDER ( p)
elementima matrice m[1...n,1...n] I n = p.length—1
. v . 2 letm[l..n,1..n]and s[l..n —1,2..n] be new tables
pristupa kada se racuna m[i, j] 3 fori — Lton
v P 4 mli,i] =0
- Kada__se racuna C_ena m[l’]] Ondav 5 for/ =2ton // 1 is the chain length
postoji lanac matrica koje se mnoze 6 fori = lton—1I+ 1
wi . . 7 j=i+l—1
duzinej—i+1 . i i = o
— u svakom slucéaju cena za m|i, j] ¢e 9 fork =itoj—1 ,
v . ) v 10 q = mli.k]+mlk +1.j]+ pi—1prp;
se racunati na lancu matrica Cija 1 it g <mli. ]
duzinaje manjaodj—i+1 i% f?i{[f-gi‘] —
: sli,j| =
— Takodazak=i,i+1,.. .,j —1, 14 return m and s

matrica A; jje proizvod k—i+ 1<
j— i+ 1 matrica i matrica Ayg4q_; je proizvod j —k <j—i+1

— Tako da algoritam koji popunjava tabelu m|i, j] trebalo bi to da radi u
rastucem redosledu

— Tako da se problem optimizacije 4;; svodi na resavanje j —i+ 1
potproblema 50
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3.

Izracunavanje optimalne cene (nastavak)

— Algoritam prvo raCuna m[i,i] = 0 za  MaTRIX-CHAIN-ORDER(p)

svakoi=1,2,...,n, minimalnacena ! 7= p.length—1
v. . 2 letm[l..n,1..n]and s[l..n —1,2..n] be new tables
lanac duzine 1, linije 3-4 3 fori — 1ton
v ~ 4 mli,i] =0
- U Sle_decem kOvr.akU Se racun_a _Cena Za 5 forl =2ton // 1 is the chain length
svaki lanac duzine l = 2, m|[i,i + 1] 6 fori = lton —/ + 1
zasvakoi=1,2,...,n—1, prva 7 j=i+i-l
. . L 8 mli, j] = oo
iteracija for petlje, linijja 5-13 9 fork =itoj—1
v 10 q = mli.k]+mlk +1.j]+ pi—1prp;
— U drugom koraku se racuna cena za |, it g <mli, ]
svaki lanac duzine I = 3, m[i,i + 2] 12 mli. j] = q
) 13 sli. j] = k
zasvakoi=1,2,...,n— 2, prva 14 return m and s
iteracija for petlje, linijja 5-13, i tako
dalje

— U svako koraku se cena m[i, j] rauna samo na osnovu zapisa u tabeli
m[i, k] i m[k + 1,j], koji su vec¢ izraCunati

— Kako izgleda ceo postupak za niz od 6 matrica
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3. lzracunavanje optimalne cene (nastavak)

— Kako izgleda ceo postupak za niz od 6 matrica

matrix | Aj P A3 Ay As Ae
dimension | 30x35 35x15 15x5 5x10 10x20 20x25

min {m[i, k] + m[k + 1,j] + p;_1 - Px - D;}
Al A2 A3 A4 A5 A6 i<k<j
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3. lzracunavanje optimalne cene (nastavak)

— Kako izgleda ceo matrix | A A5 A3 A4 As As
postupak za niz od 6 m. dimension | 30 x35 35x15 15x5 5x10 10x20 20x25
m )

min {m[i, k] + m[k + 1,j] + p;_1 - Px - D;}

A, A, A, A, As Ag i<k<j
m[2,2] +m[3,5] + p1paps = 042500+ 35-15-20 = 13,000,

m([2,5] = min ym(2,3] +m[4.5] + p1p3ps = 262541000 4+ 35-5-20 = 7125,
m(2,4] +m[5,5] 4+ p1paps = 4375+0+4+35-10-20 = 11,375
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3. lzracunavanje optimalne cene (nastavak)

Vreme izvrSavanja algoritma
je 0(n?) $to je daleko bolje

’ MATRIX-CHAIN-ORDER
od eksponencijalnog (p)

: 1 n = p.length—1
vremena k_OJe zahteva 2 letm[l..n,1..n]and s[1..n —1,2..n] be new tables
brutalni pristup 3 fori = lton
Zasto? 4 mli.i] =0
o . S5 for/ =2ton // [ is the chain length
Koliko ima for petlji? 6 fori = lton—1I + 1
7 j=i4+1l—1
Takode je i najkrace vreme 8 mli, j] = oo
izvr§avanja Q(n3) 9 fork =itoj—1 .
) 10 q = mli.k]+mlk +1.j] + pi-1prp;
Zasto? 11 if g <mli,j]
Da li je moguée izbeéi ili 12 mli.j1 = q
13 s[i,j] = k

smanjiti vreme izvrSavanja
bilo koje od petlji?

14 return m and s

Tako da je vreme izvravanja algoritma 0(n3) £4
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4. lIspisivanje optimalnog resenja

— Prethodni algoritam izraCunava cenu i mesto na kojem treba da se podeli
lanac matrica koje se mnoze, ali ne ispisuje reSenje sa potpunom
okruzenoScu zagradama

— Kako se to moze uraditi? Pravljenjem dodatnog rekurzivnog algoritma za
ISpis na osnovu matrice s

PRINT-OPTIMAL-PARENS (5,1, J)

ifi ==
print “A”;

else print “(”
PRINT-OPTIMAL-PARENS (5.1, s[i. j])
PRINT-OPTIMAL-PARENS (s, s[i, j] + 1, /)
print ©)”

NN B W=

— Zasto ovo radi?

55
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4.

Ispisivanje optimalnog resenja (nastavak)

Matrica s[1..n—1,2..n] PRINT-OPTIMAL-PARENS (5,17, J)
sadrzi sve informacije

_ 1 ifi==
potrebne da se restaurira 7 print “A”;
optimalno resenje 3 else print “(”
Zato $to svaki zapis s[i, j] 4 PRINT-OPTIMAL-PARENS (5., s[i, /])
¢uva k vrednosti u kojoj Z P BINT;OPTIMAL-PARENS(S,S[l, JI+ 1))
print )"

dolazi do podele lanca
matrica koje se mnoze

To znaci da se inicijalno lanac matrica deli na A; g; jjAs[ij1+1.n | tako dalje

Ostatak mesta na kojima dolazi do deljenja moZzZe se odrediti rekurzivno, jer
je zagrada odredena deobom s[1,n] ujedno i poslednja koja bi trebala da
se ispiSe (osim one jedne trivijalne)

U primeru: matrix | Ay Az A3 Aq As As
dimension | 30x35 35x1I5 15x5 5x10 10x20 20x25

reSenje je ((A1 - (A7 - A3))((44 - A3) 'A6)) 56
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« Da bi se ulancu mnozenje matrica odredila cena m|i, j] potrebno je
odrediti cene i za potprobleme

» Rekurzivni algoritam koji je sustinski neefikasan ima sledeci izgled

RECURSIVE-MATRIX-CHAIN (p, i, J)
1 ifi==7

2 return 0

3 mli,j] =

4 fork =itoj —1

5 g = RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p,i,k)
+ RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p,k + 1, j)
+ Pi—1PkDj

6 if g < mli, j]

7 mli, j] = q

8 return mli, j| .
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Stablo rekurzije ovog algoritma pokazuje jasno preklapanje
potproblema

58
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* Vreme da se odredi m[1,n] je RECURSIVE-MATRIX-CHAIN (p. 7. /)
eksponencijalno I ifi==
2 return (0
— lzvrSsavanje algoritma u koracima i mli, j] = oo
5

. ) v . fork =itoj —1
1-216-7,kao i mnozenje u S g = RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p,i,k)

traju makar jednu jedinicu + RECURSIVE-MATRIX-CHAIN (p. k + 1, /)
vremena, tako da nastaje ) y + P{f;l}ikpj
. e o . g <miji,
rekurentna jednacina: 7 mli. /] = g
T(n) > 1, 8 return mli, j|

n—-1
T(n) =1+ z(T(k) +Tm—-k) +1)
k=1

— Kakosesvakoi=1,2,..,n—1uT(i) pojavljuje barem 2 puta, jednom
kao T(k), drugi put kao T(n — k), i kad se na n — 1 jedinicu doda jo$ ono 1
sa pocCetka rekurentne jednacine, dobija se

n-1
T(n) > Z-ZT(i)+n
i=1
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« Da bi se pokazalo da je vreme RECURSIVE-MATRIX-CHAIN (. i, /)
potrebno da se odredi m[1,n] I ifi==]
. . 2 return 0
eks_ponencualno, treba dokazati 3 mli.j] = oo
daje T(n) = Q(2") 4 fork =itoj —1
5 ¢ = RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p,i,k)
o Zapravo se metodom SUpStitUCije + RECURSIVE-MATRIX-CHAIN (p, k + 1, )
v . . + Di-1PkDj
moze dokazati da je 6 itg<ml ]l

|

mli. j] =q
return m|i, j|

T(n) >2"1 zan>1

T(1)>1=2"

k_ X T
T(n)>2- 22‘1+n 2 22‘+n > = v —1

=2 (2"1 1)+n 2m — 2+n>2"1

» Ocigledno je da RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, 1, n) u najmanju ruku
eksponencijalan u n

o0
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Za razliku od neefikasnog rekurzivnog pristupa, bottom-up reSenje
reSava svaki od ®(n?) potproblema samo jednom

Alternativa, u rekurzivni algoritam dodati belezenje vec izraCunatih
vrednosti

Algoritam ima dva dela:
— Glavnu proceduru koja inicijalizuje poCetne vrednosti i pokrece
rekurzivni algoritam sa belezenjem
— Rekurzivni algoritam sa belezenjem
| ovde se belezi cena odredenog podlanca u matricu m|i, j] samo se
ovde inicijalno vrednosti postavljaju «
Zasto?

Rekurzivni algoritam se modifikuje tako da se prvo proveri dal li je
vrednost izraCunata, ako jeste samo se vrati ta vrednost nazad, ako ne

izraCuna se u datoj realizaciji 61
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* Osnovni algoritam:

MEMOIZED-MATRIX-CHAIN (p)

I n = p.length—1

2 letm|l..n,1..n]beanew table

3 fori = 1ton

4 for j =iton

5 mli, j] = o0

6 return LOOKUP-CHAIN(m, p,1,n)
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« Rekurzivni algoritam sa belezenjem:

LOOKUP-CHAIN(m, p,i,])
if mli, j] < oo
return m[i, j|
ifi ==
mli,j] =0
elsefork =itoj —1
g = LOOKUP-CHAIN(m, p.i.k)
+ LOOKUP-CHAIN(m, p,k +1,]) + pi—1pr p;
itg < mli. j]
mli, j] = ¢
9 return m[i, J]

AN B W=

o0
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© | a'QOFitam baziran na MEMOIZED-MATRIX-CHAIN (p)
bottom-up pristupu izvrSava I n = p.length—1
2 letm|l..n,1..n|b tabl
se u 0(n3) vremena T el Lnfbe amewiable
. 4 for j =iton
o« Zasto? 5 mli, j] = oo
6 return LOOKUP-CHAIN(m, p.1,n)

« Odigledno se 5 linija u glavnoj
proceduri izvr§ava u 0(n?)
vremena

LOOKUP-CHAIN(m, p,i, )
ifmli,j] < o0
return m|i, j|
ifi ==
mli. j] =0
elsefork =itoj—1
q = LOOKUP-CHAIN(m, p,i,k)
+ LOOKUP-CHAIN(m, p,k + 1, j) + pi—1 px P/
ifg <mli, j]
mli.j] = ¢q
return m|i, j|

AN B

O o0
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... MNOZENJE LANCA MATRICA - REKURZIJA ... 27

- Sto se tide rekurzivnog dela:

ako je m[i, j] = o, onda se
izvrSavaju linije od 3-9

ako je m[i, j] < oo, algoritam
zavrSava u 2.0j liniji

Prvi slucaj se izvriava 0(n?)
puta, jer toliko ima el. u tabeli
Svi pozivi drugog tipa su
unutar rekurzivnih poziva
prvog tipa

Kad god se desi rekurzivni
poziv LOOKUP-CHAIN

metode, desi 0(n) takvih
poziva

MEMOIZED-MATRIX-CHAIN (p)

I n = p.length — 1

2 letm[l..n.1..n]beanew table

3 fori =1ton

4 for j =iton

5 mli, j] = oo

6 return LOOKUP-CHAIN(m, p.1,n)

LOOKUP-CHAIN(m, p.i, J)
ifmli,j] < o0

return m|i, j|
ifi ==

mli,j] =0
elsefork =itoj—1

q = LOOKUP-CHAIN(m, p,i,k)
+ LOOKUP-CHAIN(m, p,k + 1, j) + pi—1 px P/

7 ifg <mli, j]
8 mli.j] = ¢
9 return m|i, j]

AN W =

Ukupno, poziva drugog tipa ima 0(n?3)

Ukupno vreme &itavog top-down algoritma je, dakle, 0(n3)
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... MNOZENJE LANCA MATRICA - REKURZIJA ...

» Poredenje bottom-up i top-down pristupa:

MATRIX-CHAIN-ORDER(p) MEMOIZED-MATRIX-CHAIN (p)

I n = p.length—1 I n = p.length — 1

2 letm[l..n.1..n]ands[l..n —1,2..n] be new tables 2 letm[l..n,1..n]beanew table

3 fori = 1ton 3 fori =1ton

4 mli,i] =0 4 for j =iton

5 for!/ =2ton // [ is the chain length 5 mli, j] = oo

6 fori =lton—{+1 6 return LOOI,(UP—CHAIN(m 1.n)

7 j=idl—1 P b

8 mli, j] = o0

9 fork =itoj—1 LOOKUP-CHAIN(m, p,i,])

10 g = mli.k] +mlk + 1. j] + pi-1Pep; 1 iftmli, j] < x

11 if g <mli, j] 2 return m[i, j]

12 mli,j] = ¢q 3 ==

o == J

13 sli,j] =k 4 i il =0

14 return m and s mie. J o .
S5 elsefork =itoj—1
6 q = LOOKUP-CHAIN(m, p,i,k)

+ LOOKUP-CHAIN(m, p,k + 1, j) + pi—1 px P/

7 ifg <mli,J]
8 mli, j] = ¢
9 return mli, j|
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... MNOZENJE LANCA MATRICA — REKURZIJA P

« Da li odabrati bottom-up ili top-down pristup, zavisi od toga da li treba
procCi kroz sve potprobleme ili se moze desiti situacija da se ne mora
proci kroz sve

MATRIX-CHAIN-ORDER(p) MEMOIZED-MATRIX-CHAIN(p)

1 n = p.length—1 I n = p.length — 1

2 letm[l..n.1..n]ands[l..n —1,2..n] be new tables 2 letm[l..n,1..n]beanew table

3 fori = 1ton 3 fori =1ton

4 mli,i] =0 4 for j =iton

5 for!/ =2ton // [ is the chain length 5 mli, j] = oo

6 fori = 1ton—1[+1 '

7 Jmi 1 6 return LOOKUP-CHAIN(m, p, 1,n)

8 mli, j] = o0

9 fork =itoj—1 LOOKUP-CHAIN(m, p,i, )

10 g = mli.k] +mlk + 1. j] + pi-1Pep; 1 iftmli, j] < x

11 if g <mli, j] 2 return m[i, j]

12 mli. j1 = q 3 ifi==

13 s[i, j] = k 4 i =0

14 return m and s mie. J o .
S5 elsefork =itoj—1
6 q = LOOKUP-CHAIN(m, p,i,k)

+ LOOKUP-CHAIN(m, p,k + 1, j) + pi—1 px P/

7 ifg <mli,J]
8 mli, j] = ¢

9 return m|i, j] 67
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KLJUCNI ELEMENTI PROBLEMA 22

» Da bi optimizacioni problem bio kandidat za reSavanja dinamickim
programiranjem, mora imati dva kljuCna elementa:

— Dal li postoji optimalna podstruktura, tj. da li se resenje problema
moze naci unutar optimalnih resenja njegovih potproblema

— Potprobleme koji se preklapaju, tj. reSavanje osnovnog problema
parcionisanjem na potprobleme dovodi do ponovljenog resavanja
nekog ili svih potproblema po nekoliko puta
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OPTIMALNA PODSTRUKTURA ...

« Gradimo optimalno reSenje problema kroz optimalna reSenja
potproblema

— Mora se voditi raCuna da se ukljuCe svi potproblemi

« Do optimalne podstrukture se dolazi pracenjem nekoliko standardnih
koraka

71



&f“\{\‘
Vv

... OPTIMALNA PODSTRUKTURA ...

» Do optimalne podstrukture se dolazi pracenjem nekoliko standardnih
koraka:

1. ReSenje problema zavisi od nekakvog izbora (gde preseci cev), §to
implicira da postoji jedan ili viSe potproblema.

2. Pretpostavljamo da za dati problem, izbor dovodi do optimalnog
reSenja (ne razmatramo kako se do njega dolazi)

3. U skladu sa izborom, prepoznajemo koji potproblemi nastaju i kako
na najbolji naCin okarakterisati prostor potproblema

4. Pokazuje se da je resenje potproblema (kojim se dolazi do
optimalnog reSenja problema) takode optimalno resenje primenom
ISsecanje-pa-ubacivanje tehnike — iseca neoptimalno reSenje i
ubacuje se optimalno. Obicno se dokazuje da je reSenje optimalno
primenom kontradikcije
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... OPTIMALNA PODSTRUKTURA ...

S

Prilikom karakterisanja prostora potproblema, vazno je prostor drzati
Sto je moguce jednostavnim (jedno secenje cevi), a proSirivati ga samo
kada je neophodno

— Na primer, kod lanca matrica mogao se problem ograniciti na
jednostavniji sluCaj, da deoba lanca matrica uvek ide samo sa
jednog kraja (4,43 ... Aj), medutim da bi ovo bilo zadovoljeno
deoba bi trebala uvek da dovode do resenja A{4; ... Aj_1 | 4;, Sto
ne garantuje optimalno resenje, te zbog toga optimalno reSenje

poptroblema ide sa obe strane A;A;.q ... Aj
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... OPTIMALNA PODSTRUKTURA ... P

« Optimalna struktura se razlikuje od problema do problema u tome:

— Koliko ima potproblema za optimalno reSenje problema

— Koji broj izbora postoji u odredivanju koje potprobleme koristiti u
resavanju optimalnog problema

« Kod sefenja cevi postoji samo jedan potproblem (n — i), ali n izbora
kako odrediti |

« Kod lanca matrica postoje dva potproblema (podela na dva podlanca,
koji se svaki deli dalje) i j — i izbora
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... OPTIMALNA PODSTRUKTURA ...

* Vreme izvrSavanja algoritma (neformalno) zavisi od toga koliko imamo
potproblema i koji je broj izbora

— Kod secCenja cevi postojalo je sveukupno O(n) reSenja potproblema
i najviSe n izbora, $to daje vreme izvr$avanja od 0(n?)

— Kod lanca matrica postojalo je sveukupno 0(n?) resenja
potproblema i najvise n — 1 izbora, sto daje vreme izvrsavanja od
o(n3), tj. o(n3)

« U vecini sluCajeva graf potproblema daje dovoljno uvida u samo
resavanja problema i alternativan nacin da se sprovede analiza

— Kod secenja cevi bilo n ¢vorova i n linija (ivica), sto znacCi ukupno
0(n?) évorova i ivica

— Kod lanca matrica (da smo ga crtali) stablo bi imalo ®(n?) ¢vorova i
najvise n — 1 ivica, $to daje ukupno 0(n?) &vorova i ivica
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... OPTIMALNA PODSTRUKTURA

- Cesto se Koristi bottom-up pristup, pa se prvo reSavaju potproblemi i
racuna se njihova cena izvrSavanja, pa tek posle na osnovu njih
optimalno reSenje poblema

» Treba biti pazljiv da se ne primeni dinamiCko programiranje tamo gde
nema optimalnog reSenja, ve€¢ samo njegov privid

— Primer Unweighted shortest / longest simple path iz ItA

— Shortest je po svojoj prirodi optimalan, dok longest
to nije zbog nacina na koji se kombinuju Cvorovi
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5/
PREKLAPANJE POTPROBLEMA ﬁ}

« Druga osobina algoritama dinamiCkog programiranja je da uvek prostor
potproblema takav da se potproblemi ponavljaju, tj. nije svaki
potproblem drugaciji

» NajCeSce je broj potproblema polinomijalan

« Kada rekurzivni algoritam reSava isti potproblem viSe puta, kaze se da
on iskazuje preklapanje potproblema

« Kod divide-and-congere algoritama, svaki novi korak rekurzije generise
novi potproblem

77



	Default Section
	Slide 1: DINAMIČKO PROGRAMIRANJE
	Slide 2: UVOD U DINAMIČKO PROGRAMIRANJE …
	Slide 3: … UVOD U DINAMIČKO PROGRAMIRANJE …
	Slide 4: … UVOD U DINAMIČKO PROGRAMIRANJE
	Slide 5: DINAMIČKO PROGRAMIRANJE, PRIMER – SEČENJE CEVI 
	Slide 6: SEČENJE CEVI …
	Slide 7: … SEČENJE CEVI …
	Slide 8: … SEČENJE CEVI …
	Slide 9: … SEČENJE CEVI …
	Slide 10: … SEČENJE CEVI …
	Slide 11: … SEČENJE CEVI …
	Slide 12: … SEČENJE CEVI …
	Slide 13: … SEČENJE CEVI …
	Slide 14: … SEČENJE CEVI …
	Slide 15: … SEČENJE CEVI …
	Slide 16: … SEČENJE CEVI …
	Slide 17: … SEČENJE CEVI …
	Slide 18: … SEČENJE CEVI …
	Slide 19: … SEČENJE CEVI …
	Slide 20: … SEČENJE CEVI …
	Slide 21: … SEČENJE CEVI …
	Slide 22: … SEČENJE CEVI …
	Slide 23: … SEČENJE CEVI …
	Slide 24: … SEČENJE CEVI …
	Slide 25: … SEČENJE CEVI …
	Slide 26: … SEČENJE CEVI …
	Slide 27: … SEČENJE CEVI
	Slide 28: GRAF POTPROBLEMA ... 
	Slide 29: … GRAF POTPROBLEMA 
	Slide 30: REKONSTRUKCIJA REŠENJA ...
	Slide 31: … REKONSTRUKCIJA REŠENJA …
	Slide 32: … REKONSTRUKCIJA REŠENJA
	Slide 33: DINAMIČKO PROGRAMIRANJE, PRIMER – MNOŽENJE LANCA MATRICA 
	Slide 34: MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 35: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 36: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 37: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 38: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 39: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 40: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 41: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 42: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 43: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 44: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 45: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 46: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 47: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 48: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 49: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 50: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 51: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 52: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 53: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 54: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 55: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 56: … MNOŽENJE LANCA MATRICA …
	Slide 57: MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 58: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 59: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 60: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 61: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 62: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 63: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 64: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 65: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 66: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA …
	Slide 67: … MNOŽENJE LANCA MATRICA – REKURZIJA
	Slide 68
	Slide 69: DINAMIČKO PROGRAMIRANJE, ELEMENTI 
	Slide 70: KLJUČNI ELEMENTI PROBLEMA
	Slide 71: OPTIMALNA PODSTRUKTURA …
	Slide 72: … OPTIMALNA PODSTRUKTURA …
	Slide 73: … OPTIMALNA PODSTRUKTURA …
	Slide 74: … OPTIMALNA PODSTRUKTURA …
	Slide 75: … OPTIMALNA PODSTRUKTURA …
	Slide 76: … OPTIMALNA PODSTRUKTURA
	Slide 77: PREKLAPANJE POTPROBLEMA


