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Zavadi pa vladaj pristup

e Jedan od osnovnih metoda za konstrukciju algoritama.
e Divide and Conquer (lat. Divide et impera)
o Mozda bolji prevod: “Podeli pa resi”

e Predstavlja pristup reSavanju problema gde se:
o Jedan pocCetni (veci) problem podeli na vise manijih istog tipa, ali pogodnijih za reSavanje;
o Potom se kombinacijom reSenja manjih problema reSi i poCetni veci problem.
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Zavadi pa vladaj pristup

e Osnovni koraci:
o Podela - osnovni problem se dekomponuje na jedan ili viSe istih problema obima manjeg od
pocetnog;
Resavanje - problemi manjeg obima se reSavaju rekurzivno;
o Kombinovanje - reSenja dobijena reSavanjem problema manjeg obima se kombinuju u
reSenje pocetnog (osnovnog) problema.

e Zavadi pa vladaj je u osnovi rekurzivni pristup, iako implementacija ovakvih
algoritama ne mora nuzno biti preko rekurzivnih funkcija.
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Zavadi pa vladaj - primeri

Stepenovanje - odrediti n-ti stepen realnog broja x;
Merge-sort - sortiranje spajanjem;

Strassen-ov metod za mnozenje matrica;
Karatsuba metod za mnozenje velikih brojeva;
Binarna pretraga;

Najveci zajednicki delilac.
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Stepenovanje

e Osnovni problem: izraCunati n-ti stepen od realnog broja x.

e Algoritam:
o Podela:
e NY2==0=2"=1x2 122
e NY2==1=2a"=zx2 2% 1

e Ako je n > 1 rekurzivno resSiti za dvostruko manje n.
o ReSavanje:
e Akojen<1,vratixakojen=1ili1akojen=0.
o Kombinovanje: .
e Kvadrirati 2 i eventualno pomnoziti sa x.
e Primer (27
o Naivni pristup:
29=2.2.2.2.2.2.2.2.2 -8 operacija
o Zavadi pa viadaj pristup:
29 = 24 . 2% .9 .2 operacije;
24 = 22. 92 . 1 operacija;
22 = 2. 2-1 operacija;
Ukupno 4 operacije.
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Merge-sort - sortiranje spajanjem

e Merge-sort algoritam:

o Podela:
e Pocetni niz se podeli na dva niza priblizno jednake duzine;
e Ponavlja se dok podnizovi ne postanu jediniCni.

o ReSavanje:
e Ukoliko je niz jedini¢an (duzine 1), sortiran je.

o Kombinovanje:
e Dva sortirana niza se spajaju u jedan sortirani niz.

e Algoritam za spajanje dva sortirana niza:

Uporediti prve elemente sortiranih nizova;

o Manji element (ili veéi u zavisnosti od redosleda sortiranja) uzeti i prebaciti u treci niz.

o Kada se jedan niz isprazni, preostale elemente iz drugog niza dodati na kraj treceg niza.
o Treciniz je sortiran i sacinjen je od elemenata poCetna dva niza.
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Merge-sort - primer

Niz duzine n mozemo podeliti log n puta.

e Prilikom spajanja takode ¢emo podnizove spoijiti log n puta, a u svakom spajanju
¢emo uporediti u najgorem slucaju svih n elemenata, dakle n log n operacija.

e Dakle imamo log n + n log n operacija, tj. O(n log n).
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Mnozenje matrica

e Osnovni problem: mnozenje kvadratnih matrica.
e Naivni pristup:
o Pseudo-kod:
ALGORITHM SquareMarixMultiply(A, B):
n = A.rows
C = Matrix.zeros(n,n) # Initialize the result Matrix filled with zeros
FOR i FROM @ TO n-1:
FOR j FROM © TO n-1:
FOR k FROM @ TO n-1:

C[i][3] = C[i][3] + (A[i][k] * B[k]I[3])

o  Ovaj pristup ima kubnu vremensku kompleksnost, $to svakako nije optimalno.
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Mnozenje matrica

e Jednostavni zavadi pa vladaj pristup:
o Podela:
e Matricu podeliti na Cetiri matrice;
e Matrice deliti dok ne postanu dimenzija 1 x 1.
o ReSavanje:
e Ako su matrice dimenzije 1 x 1, problem se svodi na mnozenje dva broja.
o Kombinovanje:

e (Od 8 proizvoda matrica dimenzija g X g se dobije rezultuju¢a matrica.

A= <A11 A12) B = (Bll Blz) C = (Cll 012) 011 = All . Bll + A12 . B21;
Az Ago B3 Bas Ca1 Coy

(Cn 012) _ (An A12> » (Bn Bu) Co1 = Aoy - B1y + Aoy - Boy,
Agy Ago Bs1 Bao '

e Rekurzivna formula:
. . . n W e, & . . n ny\ 2
o Osam mnoZenja matrica 3 X 5 i Cetiri sabiranja: T(n) =87 (5) +4. (5)
o  Primer (8 x 8 matrica ):
T(8)=8-T(4)+4-42=8-(8-T(2)+4-2*)+4-(4)>=8-(8-(8-T(1)+4-1%) +4-2%) +4-(4)
o Akoje T(1) =1 (mnoZenje dva skalara), T'(8) = 960.
o Akoje 8 =512,a 8 = 4096, mozemo doci do zakljuéka da ovaj pristup takode ima kubnu
vremensku slozenost.
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Mnozenje matrica - Strassen-ov metod

S1 = By — Ba,
So = A1 + Ajo, P = A, xS,
Sy = Ag + Ago B 7
’ Py = 55 X By,
§4 i 521 J_rilh Pz _ Sz " Bi gn i ]P;5 i §4 — P, + F,
Sy Bu+Bn 7 DTAmXSu = o _pip
’ Ps = S5 x Sg, ’
Sy = Awz — A, b_dy o Coyp = P+ Py — Py — P
Sg = Ba1 + Do, P6 _ S7 » SS’
Sy = Avy — Aat. AN

S10 = B11 + Ba.

Rekurzivna formula

o Ovim metodom imamo 7 mnozZenja matrica % . % i 18 sabiranja/oduzimanja:
T(n)=7-T (%) +18- (9>2, dakle T'(8) = 2017.
2 2
o lako deluje kao da je ovo “neefikasniji” pristup od prethodnog, na kasnijim slajdovima ¢emo
nekom pouzdanijom metodom dokazati da je zapravo Strassen-ov metod efikasniji.
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Aritmetika asimptotskih notacija

o fi=0(q), f2=0(5) = fi+ fo=0(max(g,g:))
* fi=0(n), f2=0(92) = fi-fo=0(g"9)

e f-0O(9)=0(f"9)
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Vremenska slozenost

Vremenska slozenost algoritama dobijenog pristupom zavadi pa vladaj zavisi i
od broja i veliCine potproblema.

Moguci pristupi za odredivanje slozenosti algoritma (O i © notacije), koji se
oslanja na metod zavadi pa vladaj, su:

o Zamena (supstitucija);

o Stablo rekurzije;

o Master metod.
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Metod zamene

e Sastoji se od:

o Pretpostavke funkcije sloZenosti;
o Koris¢enje matematicke indukcije za dokazivanje da je ta sloZzenost taCna.

e Primeri;

o Dokazati da je slozenost rekurzivnog stepenovanja logaritamska, odnosno T(n) = O(log n);
o Dokazati da je sloZzenost merge sort-a logaritamsko-linearna, odnostno T(n) = O(n log n).
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Metod zamene - primer

Dokazati da je slozenost rekurzivnog stepenovanja logaritamska.
Prvo uspostavimo rekurzivnu formulu: 7(,) = 7 (g) 1
Pretpostavimo da je T'(n) < c¢-log(n), za neko ¢ > 0.
Dokaz izvodimo metodom matematiCke indukcije.
Baza indukcije (n = 2):

o T(2)<c-log(2)=c

o T@2)=T1)+1,T7(1)=0,T(2)=0+1=1
e Induktivni korak:
Pretpostavimo da vazi tvrdnja za , fj. 7(3) < logs.
|z toga treba dokazati da postoji ¢ > 0 tako da vazi T'(n) < c- log(n).
T(n)=T (g) +1<e- logg +1=c-(log(n) —log(2)) + 1
T(n)<c-(log(n) —1)+1=c-log(n) —c+1
Treba da vazi ¢-log(n) —c+1 < c-log(n).
1 —¢ <0 — ¢ > 1, dakle postoji trazeno ¢ > 0.

e Na osnovu baze indukcije i induktivnog koraka sledi da je T'(n) < ¢ - log(n).

o O O O O O
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Metod stabla rekurzije

e Intuitivna tehnika.

e Formira se stablo rekurzije:
o Koren stabla je poCetni problem;
o Deca korena su potproblemi;
o Listovi stabla su “jediniCni potproblemi”.

e Svako podstablo ima sloZzenost koja odgovara sloZzenosti kombinacije
njegovih potproblema.

e Kako bi se odredio ukupan broj cvorova u stablu potrebno je odrediti visinu
stabla rekurzije i broj Cvorova na svakom nivou.

e |zraCunavanje slozenosti metodom stabla rekurzije se svodi na sumiranje
Clanova niza (najCes¢e geometrijskog).
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MSR - primer T(n)=2-T (g) + n?

Visina stabla Velicina problema Posao po cvoru
! / n \ n2
= n2 n/2 (ni2y>=n?/4
g /" '\ /7 \
= n/4 n/4 n/4 n/4 (n/4)?=n?/16
M n/2% e n/2% (n/2%2=n2/4*

Ukupno vreme T'(n) se moze prikazati kao:
T(n):n2+%+%+~~+@(n):n2 <1+%+i+.“+2lo?ln—l> + O(n)
gde je ©(n) rad u listovima.

U zagradama imamo geometrijski niz sa koeficijentom 0.5, Cija suma tezi u 2.
Dakle, najbrze rastuéi ¢lan je n?, §to znadi da je vremenska sloZenost

kvadratna.
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. 2.
MSR - primer 7(n) =T (g) T (%) +n
Visina stabla Velicina problema Ukupan posao po nivou

A n n

_ / \

" n/3 2n/3 n

VAN 2N

S nIQ 2r3/9 2n/9 4r3/9 n
Y n/.3k . . . zkr;Bk -

Ukupan rad po nivou je konstantan - n.

Visina stabla odredena je najduzom granom i iznosi k = log%n.

Ukupno vreme T(n) je suma rada kroz sve nivoe i iznosi priblizno Z;n.
Dakle, vremenska slozenost je linearno-logaritamska.
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Master metoda

e Master metoda moze da se koristi za odredivanje funkcije slozenosti za
rekurzije tipa: 7(n) =a-7(2) + f(n)
gde su a i b konstante za koje vazi a > 1,b > 1,a f(n) mora biti
asimptotski pozitivna.

1. ldentifikacija prethodno pomenutih parametara.

2. lzraCunavanje “granicne” funkcije w(n) = nl°%e koja nam govori koliko brzo
raste broj potproblema u odnosu na njihovu veliCinu.

3. Odredivanje sluCaja poredenjem asimptotskog rasta funkcija w(n) i f(n):

a. f(n) <<w(n)
Uslov: f(n) = O(n%%¢) e > 0
Redenje: T'(n) = © (n'%")

b. f(n)=w(n) (pribliino isti asimptotski rast)
Uslov: f(n) = © (n'**-log"n), gde je k stepen logaritma funkcije f(n) (uglavnom k = 0)
Resenje: T'(n) = O(n'*%" . log"n)

c. f(n)>>w(n) "
Uslov: f(n) =Q (n'***") e >0,imoradavazi a - f (—
Resenje: T(n) = O(f(n)) b

)gc-f(n),c<1
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Kada se Master Metod ne moze koristiti?

Parametar a nije konstanta (npr. 7(n) =n- T (g));
Parametar b < 1, tj. problem se ne smanjuje;

Funkcija f(n) nije polinomijalna (npr. f(n) = 2");

Razlika izmedu f(n) i w(n) nije polinomijalna (npr. razlika je samo u

logaritamskom factoru, a nije u pitanju drugi slucaj)
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Master Metod - Primer sa slajda 9.

e Funkcija rekurzije: T(n) =8-T (g) + O (n?)

e Grani¢na funkcija: w(n) = n'*%2% = n?

e Posto graniéna funkcija asimptotski raste brze od ©(n?), upadamo u prvi
slucaj.

e Dakle rezultat je: T'(n) = © (n'*?%) = © (n?)
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Master metod - Strassen-ov metod (slajd 10)

e Funkcija rekurzije: T'(n) =7-T (g) + O (n?)

loga7 ~ 7,1/2.81

e Granitna funkcije: w(n) = n

e Ponovo se nalazimo u prvom sluéaju, dakle reSenje je: T'(n) ~ © (n**")
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Master Metod - Primeri za vezbanje
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